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èp ØLm 

 RªrSôÓ AW£u ×§V Lp®l TôPj§hPm -2003 

Y¯LôhÓR−uT¥ úU²ûX ØRXôm Bi¥tLôL CdL¦RlTôP 

èp CVt\lThÓs[Õ, Cû[OoL°u YÚeLôXjûR ¨oQ«dLd  

á¥VúRôPpXôUp. ReLÞûPV TÏlTônÜ Utßm £kRû]j 

§\û]Ùm Y[ojÕ A±®Vp ùRô¯pÖhTj§u A¥jR[UôL 

L¦Rm ¨LrYRôp Cuû\V A§úYL A±Ü Y[of£ ÙLj§p L¦Rl 

TôPèp CVtßRp GuTÕ NYôXôLÜm NôRû]VôLÜm Es[Õ, 

 A§Ll T«t£ úRûYlTÓ¡u\ UôQYoLÞdÏ Ckèp 

TVuTÓYûRl úTôuú\ A±®û] AÓjR T¥¨ûXdÏm ùLôiÓ 

ùNpX ®Úm×m UôQYoLÞdÏm Ckèp ÕûQ ùNnÙm, 

 Ckè−u JqùYôÚ TôPlTÏ§Ùm A±ØLm. ®[dLm. 

LÚjÕÚdLs. L¦Rf ùNVpTôÓLs. ®ûPLs B¡VYtû\d 

ùLôiÓs[Õ, CYtû\j ùRôPokÕ TpúYß ®RUô] L¦Rj ¾oÜf 

NôußLÞm A°dLlThÓs[], Ckè−p ×§RôL 

CûQdLlThÓs[ ‘Nôo×LÞm YûWTPeLÞm’ Guàm TÏ§ 

ClTôPè−u Ï±l©PjRdL AmNUôÏm, ClTÏ§«p 

ÖiLÚjÕdLs TX TÚlùTôÚs ¨ûX«Xô] LÚjÕdL[ôÛm 

YûWTPeL[ôÛm ®[dLlThÓs[], 

 Ckèp L¦Rm T«tß®dÏm B£¬VoLÞdÏm T«Ûm 

UôQYoLÞdÏm ùTÚkÕûQ×¬Ùm GuT§p Gs[[Üm IVªpûX, 

Hù]²p ClTôPl ×jRLj§p IkètßdÏm úUtThP 

GÓjÕdLôhÓLÞm, B«Wj§tÏm úUtThP T«t£ ®]ôdLÞm 

CPmùTtßs[], CûY Aû]jûRÙm B£¬VoLú[ Lt©dL 

úYiÓm Guß G§oTôolTÕ Øt±Ûm CVXôR Juß. G]úY, 

B£¬Vo Lt©jR L¦R A¥lTûPLû[d ùLôiÓ. UôQYoLs 

RôeL[ôLúY ®ûP LôQ ØVX úYiÓm, T«t£ ®]ôdLs GuTÕ 

T«Ûm UôQYoLÞdÏ GuTûR ¨û]®p ùLôsÞRp úYiÓm, 

EVoLp®dÏ ÖûZYô«XôL ‘+1 YÏl×’ ¨LrYRôp ClTôPl 

×jRLj§p LôÔm JqùYôÚ LÚjRôdLjûRÙm LY]UôLl ×¬kÕ 

ùLôsÞRp úYiÓm,  



  

ClTôPl×jRLj§u £\l×Ls : 

 (i) UôQYoLs RôeL[ôLúY ®ûPLôÔm Y¯Lû[l ×¬kÕ 

ùLôs[dá¥V ¨ûX«p G°ûUVô]RôLÜm, BZUôLÜm 

LQdÏLs ®[dLlThÓs[Õ. 

 (ii) L¦Rd ùLôsûLLû[ ®[dÏY§p ªÏkR LY]m 

úUtùLôs[lThÓs[Õ, 

 (iii) Y¯LôhÓRp á\lThÓs[Rôp UôQYoLs RôeL[ôLúY 

T«t£ ®]ôdLÞdÏ ®ûPLôQ ØVX Y¯ HtTÓ¡\Õ, 

 (iv) ®[dLj§tÏj úRûYVô] YûWTPeLs BeLôeúL 

RWlThÓs[]. CR]ôp LÚjRôdLeL°u ×¬§\u 

G°ûUVôdLlThÓs[Õ, 

 (v) LQdÏLs RdL LY]jÕPu úRokùRÓdLlThÓ Su\ôL 

RWlTÓjRlThÓs[Õ, 

 Cl×jRLjûR úUÛm ºWôdÏm ùTôÚhÓ B£¬V 

ùTÚUdL°PªÚkÕm UôQY U¦L°PªÚkÕm BúXôNû]Ls 

Utßm ®UoN]eLû[Ùm YWúYt¡ú\ôm, 

 úLô, c²YôNu 

 RûXYo 

 B£¬Vo ÏÝ 

 



  

TôPj§hPm   

 (1) A¦LÞm A¦dúLôûYLÞm : A¦ CVtL¦Rm – 
YûWVû\Ls. YûLLs. A¦L°u ÁRô] ùNVpØû\Ls. 

CVtL¦Rl Ti×Ls. A¦dúLôûYLs − YûWVû\Ls. 

Ti×Ls. U§l©Pp. LôW¦ Øû\. A¦dúLôûYL°u 

ùTÚdLp. CûQdLôW¦d úLôûYLs,  (18 periods) 
 (2) ùYdPo CVtL¦Rm : YûWVû\Ls. ùYdPo YûLLs. ùYdPo 

áhPo. L¯jRp. §ûN«− ùTÚdLp. ùTÚdLt Ti×Ls. ¨ûX 

ùYdPo. ùYdPûW áßL[ôLl ©¬jRp. §ûNd ùLôûNuLs. 

§ûN ®¡ReLs,  (15 periods) 
 (3) CVtL¦Rm : TÏ§l ©u]eLs − YûWVû\Ls. JÚ T¥d 

LôW¦Ls (JúW LôW¦ ÁiÓm YWôûU). JÚT¥d LôW¦Ls 

(LôW¦Ls ÁiÓm YÚRp). CÚT¥d LôW¦Ls (LôW¦Ls 

ÁiÓm YWôûU). Y¬ûN Uôt\eLs − GiÔR−u A¥lTûPd 

ùLôsûLLs. Y¬ûN Uôt\eL°u LÚj§Vp. TXØû\ YÚm 

ùTôÚhL°u Y¬ûN Uôt\eLs. ùTôÚhLs ÁiÓm JúW 

CPj§p CPmùTßYûR Htßd ùLôsÞm Y¬ûN Uôt\eLs. 

YhP Y¬ûN Uôt\eLs. úNoÜLs. L¦Rj ùRôÏjR±Rp. 

DÚßl×j úRt\m (CVp Gi AÓdÏ) − ûUV Eßl×. Ï±l©hP 

Eßl×d LôQp  (25 periods) 
 (4) ùRôPo Øû\Ùm ùRôPÚm : YûWVû\Ls. £X £\lTô] ùRôPo 

Øû\LÞm AYt±u ùRôPoLÞm. CûNj ùRôPoØû\. 

ùRôPoØû\L°u NWôN¬Ls. ®¡RØß AÓdÏdÏ¬V DÚßl×j 

úRt\m. DÚßl×j ùRôPo. úRôWôV U§l×. áÓRp LôQp. 

T¥dÏ±j ùRôPo. UPdûLj ùRôPo (G°V LQdÏLs)  
(15 periods) 

 (5) TÏØû\ Y¥®Vp : ¨VUl TôûR. úSodúLôÓLs. ùNeÏjÕ 

Y¥Ym. ÕûQVXÏ Y¥Ym. ùTôÕ Y¥Ym. ×s°«−ÚkÕ 

YûWVlTÓm ùNeúLôh¥u ¿[m. úSodúLôÓL°u ùRôÏl×. 

CÚ úLôÓLÞdÏ CûPúV Es[ úLôQm. CWhûP 

úSodúLôÓLs. YhPm – ùTôÕf NUuTôÓ. ÕûQVXÏ Y¥Ym. 

ùRôÓúLôÓ. ùRôÓúLôh¥u ¿[m. ùRôÓúLôh¥tLô] 

¨TkRû]. ùRôÓúLôÓL°u ùRôÓ Sô¦u NUuTôÓ. 

YhPeL°u ùRôÏl× – ùTôÕ ûUV YhPeLs. ùNeÏjÕ 

YhPeLs  (23 periods) 



  

 (6) §¬úLôQª§ : A±ØLm. §¬úLôQª§ ®¡ReLÞm 

Øtù\ôÚûULÞm T-®¡ReL°u Ï±ÂÓLs. áhÓd 

úLôQeLs A ± B, UPeÏ úLôQeLs 2A, 3A, A/2. ùTÚdLûX 

áhPp ApXÕ L¯jRp Y¥®p GÝÕRp. ¨TkRû]dÏhThP 

Øtù\ôÚûULs. §¬úLôQª§ NUuTôÓLs. ØdúLôQj§u 

Ti×Ls. ØdúLôQeL°u ¾oÜLs (SSS, SAA, SAS UhÓm), 
úSoUôß §¬úLôQª§ Nôo×Ls (25 periods) 

 (7) Nôo×LÞm YûWTPeLÞm : Uô±−Ls. Uô±Ls. CûPùY°Ls. 

AiûUlTÏ§. Lôo¼£Vu ùTÚdLp. ùRôPo×. Nôo×. Nôo©u 

YûWTPm. ¨ûXdÏjÕdúLôÓ úNôRû]. Nôo×L°u YûLLs - 

úUtúLôojRp. JußdÏ Juß. NU². úSoUôß Nôo×. CÚ 

Nôo×L°u-CûQl×. áÓRp. ®j§VôNm. ùTÚdLp Utßm 

YÏjRp. Uô±−f Nôo×. ®¡RØß Nôo×. T¥dÏ±f Nôo×. 

RûX¸¯. GiQ[ûYf Nôo×. ÁlùTÚ ØÝ Gi Utßm Áf£ß 

ØÝ Gi Nôo×Ls. Ï±fNôo×. Jtû\lTûP Utßm 

CWhûPlTûPf Nôo×. §¬úLôQª§f Nôo×Ls. CÚT¥f 

Nôo×Ls. CÚT¥ ANUuTôÓ - NôoTLm Utßm ÅfNLm,  
(15 periods) 

 (8) YûL ÖiL¦Rm : Nôo× GpûX - LÚjRôdLm. A¥lTûPj 

úRt\eLs. Ød¡V GpûXLs. Nôo©u ùRôPof£ - JÚ ×s°«p. 

CûPùY°«p, ùRôPof£Vt\ Nôo×. YûLÂÓ-LÚjRôdLm - 

YûLdùLÝ. NônÜ. YûL«PÛdÏm ùRôPof£dÏm 

CûPúVVô] ùRôPo×. YûL«Pp Øû\Ls - A¥lTûPd 

ùLôsûLLs. úRokR Nôo×L°u YûLdùLÝdLs. ©W§«Pp 

Øû\. ÕûQVXÏf Nôo× Øû\. EhTÓ Nôo× Øû\ EVo Y¬ûN 

YûLdùLÝ, (3-m Y¬ûN YûW) (30 periods) 
 (9) ùRôûL«Pp : LÚjRôdLm. ùRôûL«Pp YûL«P−u 

G§oUû\. JÚT¥f Nôo×Ls. Ti×Ls. ùRôûLÂÓ Øû\Ls - 

©¬jùRÝÕm Øû\. ©W§«Pp Øû\. TÏ§j ùRôûL«Pp. 

YûWVßjRj ùRôûLLs - áhÓj ùRôûLVôLd LôQp (G°V 

LQdÏLs) (32 periods) 

 (10) ¨Lr RLÜ : YûWVû\. úLôhTôÓLs. A¥lTûPj úRt\eLs. 

Nôo×¨ûX ¨Lr RLÜ. áhÓ ¨Lr RLÜ. úTnv-u úRt\m 

(¨ìTQªu±) G°V LQdÏLs,  (12 periods) 
 
 



  

ùTôÚ[PdLm  

TdL Gi 
  èp ØLm 

  TôPj§hPm 

1. A¦LÞm A¦dúLôûYLÞm 1 

 1.1 A¦ CVtL¦Rm 1 

 1.2 A¦d úLôûYLs 15 

2. ùYdPo CVtL¦Rm 44 

 2.1 A±ØLm 44 

 2.2 ùYdPo YûLLs 46 

 2.3 ùYdPoL°u ÁRô] ùNVpØû\Ls 48 

 2.4 ¨ûX ùYdPo 54 

 2.5 ùYdPûW áßL[ôLl ©¬jRp 67 

 2.6 §ûNd ùLôûNuLs Utßm §ûN ®¡ReLs 71 

3. CVtL¦Rm 78 

 3.1 TÏ§l ©u]eLs 78 

 3.2 Y¬ûN Uôt\eLs 84 

 3.3 úNoÜLs 100 

 3.4 L¦Rj ùRôÏjR±Rp 110 

 3.5 DÚßl×j úRt\m 117 

4. ùRôPoØû\Ùm ùRôPÚm 126 

 4.1 A±ØLm 126 

 4.2 ùRôPoØû\ 128 

 4.3 ùRôPoLs 130 

 4.4 £X £\lTô] ùRôPoØû\LÞm  

  AYt±u ùRôPoLÞm 132 

 4.5 ùRôPo Øû\L°u NWôN¬Ls 134 

 4.6 £X £\lTô] ùRôPoLs 140 



  

5. TÏØû\ Y¥®Vp 147 

 5.1 ¨VUlTôûR 147 

 5.2 úSodúLôÓLs 150 

 5.3 úSodúLôÓL°u ùRôÏl× 158 

 5.4 CWhûP úSodúLôÓLs 172 

 5.5 YhPm 179 

 5.6 ùRôÓúLôÓ 187 

 5.7 YhPeL°u ùRôÏl× 195 

6. §¬úLôQª§ 200 

 6.1 A±ØLm 200 

 6.2 §¬úLôQª§ ®¡ReLÞm Øtù\ôÚûULÞm 204 

 6.3 áhÓd úLôQeLs 220 

 6.4 §¬úLôQª§ NUuTôÓLs 238 

 6.5 ØdúLôQj§u Ti×Ls 248 

 6.6 ØdúLôQeL°u ¾oÜLs 257 

 6.7 úSoUôß §¬úLôQª§ Nôo×Ls 261 

Ï±dúLôs ®]ôdLs 270 

®ûPLs  283 

TôoûY èpLs 291 
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1, A¦LÞm A¦dúLôûYLÞm 

1,1 A¦ CVtL¦Rm (Matrix Algebra) 

1,1,1 A±ØLm 

 “A¦” Gu\ ùNôp ØRuØR−p £pYvPo (Sylvester) 
GuTYWôp 1850Cp A±ØLlTÓjRlThPÕ, AYo A¦ûV. 

Eßl×Lû[ Y¬ûNlTÓjÕRp G] YûWVßjRôo, 1858Cp ùLn− 

(Cayley) GuTYo A¦L°u áhPp. L¯jRp. §ûN«− ùTÚdLp. 

G§oUû\ úTôu\Ytû\ YûWVßjÕ A¦ CVtL¦Rj§tÏ 

Y¯YÏjRôo, A¦L°u TVuTôÓ. L¦Rj§p H\jRôZ Aû]jÕl 

©¬ÜL°Ûm A§LUôL CÚlT§]ôp. AYtû\l Tt± A±kÕ 

ùLôsÞRp ªLÜm AY£VUôÏm, ùTôÚ[ôRôW ¨×QoL°u 

NØRôVd LQdùLÓl×. ®YWeLû[ EhùNÛjÕRp. 

ùY°dùLôQWp. ùRô¯tNôûXLÞdÏ CûPúVVô] ùTôÚ[ôRôWm 

B¡VYt±tÏ A¦Lû[l TVuTÓjÕ¡u\]o, úUÛm RLYp 

ùRôPo×. LÚjRônÜ Utßm ªu ùTô±«V−u LhPûUl× 

TÏlTônÜLÞdÏm A¦Ls ªLÜm ER®VôÙs[], 

 GÓjÕdLôhPôLl TpúYß úRoÜL°p TpúYß 

TôPl©¬ÜL°p JÚ UôQYo ùTt\ U§lùTiLû[ ©uYÚUôß 

Th¥V−ÓúYôm, 
 Rªr Be¡Xm L¦Rm A±®Vp NêL A±®Vp 
úRoÜ 1 70 81 88 83 64 
úRoÜ 2 68 76 93 81 70 
úRoÜ 3 80 86 100 98 78 
 úUtLiP U§lùTiLû[ §ÚmTÜm UßT§l× ùNnÕ 

¸rdLiP AûUl©p RWXôm, 
ØRp ¨ûW 

CWiPôm ¨ûW 

êu\ôm ¨ûW 





    70            81            88              83     64

     68            76            93               81    70

     80            86           100              98           78        

  

 1-m 2-m 3-m 4-m 5-m 
 ¨Wp ¨Wp ¨Wp ¨Wp ¨Wp 

 CkR AûUlTô]Õ SUdÏl ©uYÚm RLYpLû[j RÚ¡\Õ, 
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 (i) ØRXôYÕ. CWiPôYÕ. êu\ôYÕ ¨ûWL°Ûs[ 

Eßl×Ls Ï±l©hP úRo®p TpúYß TôPl©¬ÜL°u 

U§lùTiLû[j RÚ¡u\]. 
 (ii) ØRXôYÕ. CWiPôYÕ. êu\ôYÕ. SôuLôYÕ. IkRôYÕ 

¨WpL°Ûs[ Eßl×Ls TpúYß úRoÜL°p Ï±l©hP 

TôPl©¬®u U§lùTiLû[j RÚ¡u\].  

 CqYô\ôL A¦Ls Eßl×Lû[d ùLôiP LQdÏLû[l Tt± 

T¥lTRtÏ. JÚ ÑÚdÏ Y¯ûV A°d¡u\], JÚT¥ NUuTôÓL°u 

ùRôÏlûTÙm. BVjùRôûXùY°L°u EÚUôt\eLs úTôu\Ytû\ 

A¦L[ôp Ï±dLXôm. 

1,1,2 YûWVû\Ls : 
 Eßl×Lû[f ùNqYL Y¥®p ¨ûWLs Utßm ¨WpLû[d 

ùLôiÓ JÚ AûPl×d Ï±dÏs AûUlTÕ A¦VôÏm, CRu 

Eßl×Ls GiL[ôL (ùUn ApXÕ LXlùTi). TpÛßl×d 

úLôûYL[ôL ApXÕ Ut\ úLôûYL[ôL CÚdLXôm, A¦Lû[  A, 
B, C… Gu\ GÝjÕL[ôp Ï±l©ÓYÕ YZdLm, 

 A¦LÞdLô] £X ERôWQeLs 

A = 






    1     4

    2     5

    3         6      

  

 ØRp 2Bm 
 ¨Wp ¨Wp 

ØRp ¨ûW 

2Bm ¨ûW 

3Bm ¨ûW 
B = 







       1         − 4       2

      6           9        4

       3         − 2            6      

  

 ØRp 2Bm 3Bm 

  ¨Wp ¨Wp ¨Wp 

 C1 C2 C3 

ØRp ¨ûW (R1) 
2Bm ¨ûW (R2) 
3Bm ¨ûW (R3) 

Ï±l× : JÚ A¦«p. ¨ûWLs úU−ÚkÕ ¸ZôL GiQlTÓ¡u\], 

¨WpLs CPªÚkÕ YXUôL GiQlTÓ¡u\], 

 A.Õ (i) ¡ûPUhPUô] Y¬ûNLs ¨ûWLs G]lTÓm, 

  (ii) ¨ûXVô] Y¬ûNLs ¨WpLs G]lTÓm, 

 JÚ A¦«u JÚ êXLm ApXÕ JÚ Eßl©û]d LôQ CWiÓ 

©tÏ±Ls TVuTÓ¡u\], ØRp ©tÏ±Vô]Õ Eßl× 

CPmùTtßs[ ¨ûWÙm CWiPôYÕ ©tÏ±Vô]Õ Eßl× 

CPmùTtßs[ ¨WûXÙm Ï±d¡u\], 

A¦«u Y¬ûN ApXÕ T¬UôQm (Order of a matrix) 
 JÚ A¦«p CPmùTtßs[ ¨ûWLs Utßm ¨WpL°u 

Gi¦dûL AkR A¦«u Y¬ûN ApXÕ T¬UôQUôL 

YûWVßdLlTÓm, 
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 úUtLiP ERôWQj§p A«u Y¬ûN 3 × 2 (3-by-2  G]l T¥dL 

úYiÓm) B«u Y¬ûN 3 × 3 (3-by-3 G]l T¥dL úYiÓm) BÏm, 

 ùTôÕYôL. m × n Y¬ûNÙs[ A¦ A ©uYÚUôß AûUÙm, 

 
 
 
        A =  









a11        a12       …        a1j        …       a1n

…        …        …        …        …        …
…        …       …        …        …        …
ai1        ai2        …        aij        …        ain

…        …        …       …        …        …
am1       am2       …       amj       …       amn

  

                       jYÕ 
                     ¨Wp 

 
 
 

→ iYÕ ¨ûW 

 CRû]f ÑÚdLUôL A = [aij]m × n G]Üm GÝRXôm, 

 CeÏ aij Gu\ Eßl× i ¨ûW. j ¨W−p Es[ Eßl× BÏm, i 
GuTÕ ¨ûW«u Ï±ÂÓ, j GuTÕ ¨W−u Ï±ÂÓ BÏm, úUtLiP 

A¦ A. JÚ m × n A¦VôÏm, m × n GuTÕ A¦«u Y¬ûN ApXÕ 

T¬UôQUôÏm, 

G,Lô, 1.1: aij = i − 2j Gu\Yôß Es[ Eßl×Lû[d ùLôiP 3 × 2 

Y¬ûN A¦ûV EÚYôdÏL,  

¾oÜ : 3 × 2 A¦«u ùTôÕ Y¥Ym 

 A = [aij] = 








a11   a12

a21   a22

a31   a32

  CeÏ i = 1, 2, 3 (¨ûWLs),     j = 1, 2 (¨WpLs) 

 aij = i − 2j G]d ùLôÓdLlThÓs[Õ, 

a11 = 1 − 2 = − 1 a12 = 1 − 4 = − 3 

a21 = 2 − 2 = 0 a22 = 2 − 4 = − 2 

a31 = 3 − 2 = 1 a32 = 3 − 4 = − 1 

∴ A = 








− 1   − 3

0    − 2

1    − 1
   

1,1,3 A¦L°u YûLLs (Types of matrices) 
(1) ¨ûW A¦ (Row matrix) : JúW JÚ ¨ûWûV UhÓúU EûPV A¦ 

JÚ ¨ûW A¦ ApXÕ JÚ ¨ûW ùYdPo G]lTÓm, 

GÓjÕdLôhÓ   

 (i) A = [aij]1 × 3 = [1   − 7   4] GuTÕ 1 × 3 Y¬ûN EûPV ¨ûW 

A¦VôÏm, 
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 (ii) B = [bij]1 × 2 = [5    8] GuTÕ 1 × 2 Y¬ûN EûPV ¨ûW 

A¦VôÏm, 

 (iii) C = [cij]1 × 1 = [100] GuTÕ 1 × 1 Y¬ûN EûPV ¨ûW  

  A¦VôÏm, 

(2) ¨Wp A¦ (Column matrix) : JúW JÚ ¨WûX UhÓúU EûPV A¦ 

JÚ ¨Wp A¦ ApXÕ JÚ ¨Wp ùYdPo G]lTÓm, 

GÓjÕdLôhÓ 

 (i) A = [aij]3 × 1 = 








1

−7
4

  GuTÕ 3 × 1 Y¬ûN EûPV ¨Wp  

  A¦VôÏm, 

 (ii) B = [bij]2 × 1 = 



25

30
  GuTÕ 2 × 1 Y¬ûN EûPV ¨Wp  

  A¦VôÏm, 

 (iii) C = [cij]1 × 1 = [68] GuTÕ 1 × 1 Y¬ûN EûPV ¨Wp  

  A¦VôÏm, 

Ï±l× : 1 × 1 Y¬ûNûV ùLôiP A¦ ¨ûW A¦VôLÜm ¨Wp 

A¦VôLÜm ùLôs[Xôm, 

(3) NÕW A¦ (Square matrix) : 
 Ko A¦«u ¨ûW Utßm ¨WpL°u Gi¦dûL NUm G²p. 

AqY¦ JÚ NÕW A¦VôÏm, n × n Y¬ûN EûPV A¦ n 

Y¬ûNÙûPV NÕW A¦ G]lTÓm, 

 n × n Y¬ûNÙûPV JÚ NÕW A¦«p a11, a22, a33 … ann GuT] 

ØRuûU êûX®hP (ApXÕ) ©WRô] êûX®hP Eßl×Ls 

G]lTÓm, 

 A = [aij]2 × 2  =  



2  4

6  8
    2 Y¬ûNÙûPV JÚ NÕW A¦VôÏm, 

 B = [bij]3 × 3 = 









1   2   3

4   5   6

7   8   9

    3 Y¬ûNÙûPV JÚ NÕW A¦VôÏm, 

Ï±l× : ùTôÕYôL n Y¬ûNÙûPV NÕW A¦«u Eßl×L°u 

Gi¦dûL n2
 BÏm, úUtLiP CWiÓ GÓjÕdLôhÓL°−ÚkÕ 

Cdátû\f N¬TôodLXôm, 



 5

 (4) êûX®hP A¦ (Diagonal matrix) : 

 A = [aij]n × n  Gu\ NÕW A¦«p aij = 0, i ≠ j G²p A JÚ 

êûX®hP A¦VôÏm, 

 JÚ êûX®hP A¦«p ØRuûU êûX®hP Eßl×Lû[j 

R®W Ut\ Aû]jÕ Eßl×LÞm éf£VUôÏm, 

 GÓjÕdLôhPôL  A = [aij]3 × 3 = 









4   0   0

0   5   0

0   0   6

  JÚ êûX®hP  

 A¦VôÏm, 

 (5) ØdúLôQ A¦ (Triangular matrix) : JÚ NÕW A¦«p ØRuûU 

êûX®hPj§tÏ úUp Es[ Aû]jÕ Eßl×LÞm éf£Vm G²p. 

AqY¦ ¸rØdúLôQ A¦ G]lTÓm, ØRuûU êûX®hPj§tÏd 

¸r Es[ Aû]jÕ Eßl×LÞm éf£Vm G²p. AqY¦ 

úUpØdúLôQ A¦ G]lTÓm, 

 A = 









3   2   7

0   5   3

0   0   1

 GuTÕ úUpØdúLôQ A¦VôÏm, 

 B = 









2    0    0

4    1    0

8   − 5   7

 GuTÕ ¸rØdúLôQ A¦VôÏm, 

(6) §ûN«− A¦ (Scalar matrix) : 

 A = [aij]n × n Gu\ NÕW A¦«p  aij = 


a            i = j
0            i ≠ j    G²p     

AVô]Õ §ûN«− A¦VôÏm, (A,Õ,) JÚ §ûN«− A¦ GuTÕ JúW 

Uô§¬Vô] ØRuûU êûX®hP Eßl×Lû[d ùLôiP êûX®hP 

A¦ BÏm, 

 A = [aij]2 × 2 = 



5   0

0   5
   B =  [bij]3 × 3 = 









5    0    0

0    5    0

0    0    5

  GuT] 

§ûN«− A¦LÞdÏ¬V GÓjÕdLôhÓLs BÏm, 

(7) NU² A¦ ApXÕ AXÏ A¦ : 

 A = [aij]n × n Gu\ NÕW A¦«p  aij = 


1            i = j
0            i ≠ j   G²p AVô]Õ 

JÚ AXÏ A¦VôÏm, 
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 (A,Õ,) JÚ §ûN«− A¦«p ØRuûU êûX®hP Eßl×Ls 

Aû]jÕm 1 G²p AqY¦ NU² A¦ ApXÕ AXÏ A¦VôÏm, n 
Y¬ûNÙûPV AXÏ A¦ûV In G]d Ï±d¡ú\ôm, 

 I2  =  



1   0

0   1
  ,    I3 =  









1   0   0

0   1   0

0   0   1

  GuT] NU² A¦L[ôÏm, 

(8) éf£V A¦ ApXÕ ùYtß A¦ (Zero matrix) : 
 JÚ A¦ A = [aij]m × n«u Aû]jÕ Eßl×LÞm éf£Vm G²p. 

CqY¦ éf£V A¦ G]lTÓm, CÕ O G]d Ï±dLlTÓm, (A,Õ,) 

Aû]jÕ i, j u U§l×LÞdÏm aij = 0 GuTRôÏm, 

   [0   0],     






0   0
0   0
0   0

  ,     






0   0   0
0   0   0
0   0   0

 
 

GuT] éf£V A¦LÞdÏ 

GÓjÕdLôhÓL[ôÏm, 

(9) NU A¦Ls (Equality of matrices) : 
 A, B Gu\ CWiÓ A¦Ls NU A¦L[ô«u.  
 (i) AûY JúW Y¬ûN ApXÕ T¬UôQm EûPV]YôÏm, 

 (ii) AYt±u JjR Eßl×Ls NUUôL CÚdÏm, 

 (A,Õ,) A = [aij]m × n, B = [bij]p × q  Gu\ A¦L°p m = p, n = q 
BLÜm Aû]jÕ i, jdÏ  aij = bij G²p A, B NU A¦L[ôÏm, 

G,Lô, 1.2 : 



x    y

z   w   = 



4   3

1   5   G²p  x, y, z, w CYt±u U§l×Lû[d 

LôiL, 

¾oÜ : CWiÓ A¦LÞm NUUôRXôp JjR Eßl×LÞm NUm, 

 ∴x = 4    y = 3    z = 1    w = 5  
(10) ¨ûW ¨Wp Uôtß A¦ (Transpose of a matrix) : 
 JÚ ùLôÓdLlThP A¦ A«u ¨ûWLû[ ¨WpL[ôLÜm. 

¨WpLû[ ¨ûWL[ôLÜm UôtßYRu êXm ùT\lTÓm A¦ Au 

¨ûW¨Wp Uôtß A¦ G]lTÓm, CÕ A′ ApXÕ AT
G]d 

Ï±dLlTÓm, 

 A = 








4     − 3

2      0
1      5

 G²p AT = 



4     2   1

− 3    0    5
  

 A«u Y¬ûN m × n G²p AT
Cu Y¬ûN n × m BÏm, 
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(11) A¦«u §ûN«−l ùTÚdLp (Scalar multiplication) : 
 A GuTÕ HúRàm JÚ A¦ GuL, k GuTÕ HúRàm JÚ 

éf£VUt\ §ûN«− GuL, A«u Aû]jÕ Eßl×Lû[Ùm kBp 

ùTÚdÏYRôp ¡ûPdÏm A¦ kA BÏm,  

 (A,Õ,) A = [aij]m × n ⇒ kA = [kaij]m × n 

 CÕúY JÚ A¦«u §ûN«−l ùTÚdLp BÏm, 

Ï±l× : A GuTÕ m × n Y¬ûNÙs[ A¦ G²p kA GuTÕm m × n 

Y¬ûNÙs[ A¦ BÏm, 

 (12) Ko A¦«u áhPp G§oUû\ (A) úSoUô± (A) úSoUôß A¦ 

 (Negative of a matrix) : 
 A GuTÕm HúRàm JÚ A¦ GuL, A«u áhPp úSoUô± − A 

B]Õ Aû]jÕ Eßl×L°u Ï±ûVÙm UôtßYRu êXm 

ùT\lTÓ¡\Õ, 

 (A,Õ,)  A = [aij]m × n ⇒ − A = [− aij]m × n 

 A = 



cosθ    sinθ

− sinθ   cosθ
  G²p.  − A = 



− cosθ    − sinθ

sinθ    − cosθ
  BÏm 

1,1,4 A¦L°u ÁRô] ùNVpØû\Ls 

       (Operations on Matrices) 
 (1) áhPp Utßm L¯jRp : 
 A, B GuTûY NUY¬ûN A¦Ls GuL, CYt±u áÓRp  
A + BVô]Õ A, B«u JjR Eßl×Lû[d áhÓYRu êXm ùT\lTÓm, 
(A,Õ)  A = [aij]m × n and B = [bij]m × n       G²p       A + B = [aij + bij]m × n 

 CúRúTôuß A − B = A + (− B)   = [aij]m × n + [− bij]m × n 

     = [aij − bij]m × n 

Ï±l× : 

 (1) A + B. A − B Gu\ A¦L°u Y¬ûN A ApXÕ B«u 

Y¬ûNdÏf NUm BÏm, 
 (2) L¯jRûXd áhP−u G§oUû\Vônd LÚÕYo, 

 (3) A«u áhPp G§oUû\ − A BÏm, 

  (A,Õ,) A + (− A) = (− A) + A = O = éf£V A¦ 

GÓjÕdLôhPôL A = 








7    2

8    6

9   − 6
 ,  B = 









4   − 7

3    1

− 8    5
    G²p. 
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A + B = 








7    2

8    6

9   − 6
  + 









4   − 7

3    1

− 8    5
  = 









7 + 4    2 − 7

8 + 3    6 + 1

9 − 8   − 6 + 5
   =  









11   − 5

11    7

1   − 1
  BÏm, 

A − B = A + (− B) = 








7    2

8    6

9   − 6
  + 









− 4     7

− 3   − 1

 8   − 5
 = 









7 − 4    2 + 7

8 − 3    6 − 1

9 + 8   − 6 − 5
  = 









3    9

5    5

17   − 11
  

(2) A¦L°u ùTÚdLp : 
 A, BGu\ A¦L°p A«u ¨WpL°u Gi¦dûLÙm B«u 

¨ûWL°u Gi¦dûLÙm NUUôL CÚl©u CqY¦Ls ùTÚd¡Pj 

RÏkRûY G]lTÓm, A¦ A«u JqùYôÚ ¨ûW«Ûs[ 

Eßl×Lû[Ùm A¦ B«u JqùYôÚ ¨W−u JjR Eßl×LÞPu 

ùTÚd¡d áhÓYRu êXm ‘AB’ Gu\ ùTÚdLp A¦ ùT\lTÓm, 

CfùNnØû\ûV ¨ûWY¯ ¨W−u ùTÚdLp ®§ GuTo, 

 A, B GuTûY Øû\úV m × n, n × p Y¬ûNLû[ EûPV A¦Ls 

G²p ùTÚdLp A¦ AB«u Y¬ûN m × p BÏm, 

 (A,Õ,)  



A«u ¨WpL°u

 Gi¦dûL   ×  



B«u ¨ûWL°u

Gi¦dûL  

 A¦L°u ùTÚdLûXl ©uYÚm GÓjÕdLôh¥u êXm 

®[dÏúYôm, 

 A = 



2   1   4

7   3   6  
2 × 3

     B = 






6   4   3
3   2   5
7   3   1

 
3 × 3  

GuL, 

 ØR−p A«u ¨WpL°u Gi¦dûL B«u ¨ûWL°u 

Gi¦dûLdÏf NUUô«ÚlTRôp AB-Id LôQ Ø¥Ùm, ùTÚdLp 

A¦ ABVô]Õ ©uYÚUôß ùT\lTÓm, 

   AB = 



2   1   4

7   3   6    






6   4   3
3   2   5
7   3   1

  

  











    2    1    4    6   
                3   

                  7   
     

    2    1    4    4   
                2   

                  3   
     

    2    1    4    3   
                5   

                  1   

 

    7    3    6    6   
                3   

                  7   
     

    7    3    6    4   
                2   

                  3   
     

    7    3    6    3   
                5   

                  1   
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 =  



(2) (6) + (1) (3) + (4) (7)    (2) (4) + (1) (2) + (4) (3)     (2) (3) + (1) (5) + (4) (1)

(7) (6) + (3) (3) + (6) (7)    (7) (4) + (3) (2) + (6) (3)     (7) (3) + (3) (5) + (6) (1)
  

 =  



12 + 3 + 28      8 + 2 + 12        6 + 5 + 4

42 + 9 + 42      28 + 6 + 18      21 + 15 + 6
            ∴  AB = 



43    22    15

93    52    42
 

 AB«u Y¬ûN 2 × 3 GuTÕ ùR°Ü, CeÏ ØRp GiQô]Õ 

ØRp A¦ A«u ¨ûWL°u Gi¦dûLûVÙm CWiPôYÕ 

GiQô]Õ. CWiPôm A¦ B«u ¨WpL°u Gi¦dûLûVÙm 

Ï±d¡u\], 

Ï±l× : (i) AB = AC G²p B = C GuTÕ EiûUVôL CÚdL 

úYi¥V AY£VªpûX, (A,Õ,) CVtL¦Rj§p 

CÚlTÕúTôuß NUuTôh¥p Es[ NU A¦Lû[ ¿dL 

CVXôÕ, 
  (ii) AB = O G²p A = O ApXÕ B = O BL CÚdL úYi¥V 

AY£VªpûX, 

         GÓjÕdLôhPôL,   A = 



1   − 1

− 1    1
  ≠ O, B = 



1  1

1  1   ≠ O , 

         B]ôp AB = 



1   − 1

− 1    1
   



1  1

1  1   = 



0  0

0  0   = O 

  (iii) AGuTÕ JÚ NÕW A¦ G²p AA GuTÕm NU Y¬ûN 

EûPV JÚ NÕW A¦VôÏm, AA GuTÕ A2
 G]d 

Ï±dLlTÓ¡\Õ, CúRúTôuß A2A = AAA = A3 

   I GuTÕ KWXÏ A¦ G²p I = I2 = I3 = … = In. 

1,1,5 A¦L°u CVtL¦Rl Ti×Ls 

 (1) A¦L°u áhPp. T¬Uôtß ®§dÏ EhThPÕ : 
 A, BGuT] NUY¬ûN EûPV CÚ A¦Ls G²p A + B = B + A. 
ClTi× A¦L°u áhPÛdÏ¬V T¬Uôtß ®§ G]lTÓm, 

(2) A¦L°u áhPp. úNol× RuûUÙûPVÕ : 
 A, B, C GuT] NUY¬ûN EûPV êuß A¦Ls G²p  
 A+(B + C) = (A+B)+C. ClTi× A¦L°u áhPÛdÏ¬V úNol× 

®§ G]lTÓm, 

(3) áhPp NU²  : 
 A GuTÕ HúRàm JÚ A¦ G²p. A + O = O + A = A. ClTi× 

A¦Ls áhPÛdÏ¬V NU²l Ti× G]lTÓm, éf£V A¦ 

OB]Õ A¦L°u áhPûXl ùTôßjÕ NU² Eßl× BÏm, 
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 (4) áhPp G§oUû\ / úSoUô± : 

 A GuTÕ HúRàm JÚ A¦ G²p. A + (− A) = (− A) + A = O 

BÏm, ClTi×. A¦Ls áhPûXl ùTôßjÕ G§oUû\ ApXÕ 

úSoUô±l Ti× BÏm, 

 A¦ A«u  “áhPp G§oUû\ A¦” (A,Õ,) − A GuTÕ 

A¦L°u áhPûXl ùTôÚjÕ A«u G§oUû\ A¦ BÏm, 

 (5) ùTôÕYôL. A¦L°u ùTÚdLp T¬Uôtßl Ti× EûPVÕ 

ApX, (A,Õ,) AB ≠ BA 

(6) A¦L°u ùTÚdLp úNol×j RuûU EûPVÕ,  

 (A,Õ,) A(BC) = (AB)C 

(7) A¦L°u ùTÚdLp áhPûXl ùTôßjÕ. Te¸hÓj RuûU 

EûPVÕ, 

 (A,Õ,) (i) A(B + C) = AB + AC     (ii) (A + B)C = AC + BC 

(8) AI = IA = A CeÏ I GuTÕ AXÏ A¦ (ApXÕ) NU² A¦ 

BÏm, ClTi× A¦L°u ùTÚdLÛdÏ¬V NU²l Ti× 

G]lTÓm, 

G,Lô, 1.3:    A = 



1   8

4   3     B = 



1   3

7   4    C = 



− 4    6

3   − 5
   G²p 

  (i) AB ≠ BA (ii) A(BC) = (AB)C   
  (iii) A(B + C) = AB + AC (iv) AI = IA = A         G] ¨ì©, 

¾oÜ : 

 (i)  AB = 



1   8

4   3    



1   3

7   4   = 



(1) (1) + (8) (7)    (1) (3) + (8) (4)

(4) (1) + (3) (7)    (4) (3) + (3) (4)   

    = 



1 + 56    3 + 32

4 + 21   12 + 12    =  



57   35

25   24    … (1) 

   BA = 



1   3

7   4    



1   8

4   3   = 



(1) (1) + (3) (4)    (1) (8) + (3) (3)

(7) (1) + (4) (4)    (7) (8) + (4) (3)   

    = 



1 + 12    8 + 9

7 + 16   56 + 12   = 



13   17

23   68    … (2) 

   (1) Utßm (2)−ÚkÕ AB ≠ BA G] ¨ßYlThPÕ, 

 (ii) (AB)C = 



57   35

25   24    



− 4    6

3   − 5
  … (1)−ÚkÕ 

    = 



(57) (− 4) + (35) (3)    (57) (6) + (35) (− 5)

(25) (− 4) + (24) (3)    (25) (6) + (24) (− 5)
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    = 



− 228 + 105    342 − 175

− 100 + 72     150 − 120
  

∴  (AB)C = 



− 123    167

− 28     30
   … (3) 

 BC = 



1   3

7   4    



− 4    6

3   − 5
  

  = 



(1) (− 4) + (3) (3)    (1) (6) + (3) (− 5)

(7) (− 4) + (4) (3)    (7) (6) + (4) (− 5)
  = 



− 4 + 9    6 − 15

− 28 + 12   42 − 20
  

 BC = 



5   − 9

− 16    22
  

 A(BC) = 



1   8

4   3    



5   − 9

− 16    22
  

  = 



(1) (5) + (8) (− 16)  (1) (− 9) + (8) (22)

(4) (5) + (3) (− 16)  (4) (− 9) + (3) (22)
  = 



5 − 128     − 9 + 176

20 − 48     − 36 + 66
  

 A(BC) = 



− 123   167

− 28    30
  … (4) 

 (3) Utßm (4)−ÚkÕ (AB)C = A(BC) G] ¨ßYlThPÕ, 

(iii) B + C = 



1   3

7   4   + 



− 4    6

3   − 5
  = 



1 − 4    3 + 6

7 + 3    4 − 5
  = 



− 3    9

10   − 1
  

  A(B + C) = 



1   8

4   3    



− 3    9

10   − 1
  = 



− 3 + 80    9 − 8

− 12 + 30   36 − 3
  

  A(B + C) = 



77    1

18   33      … (5) 

  AB = 



57   35

25   24   …(1)−ÚkÕ 

  AC = 



1   8

4   3   



− 4    6

3   − 5
  = 



− 4 + 24    6 − 40

− 16 + 9   24 − 15
  = 



20   − 34

− 7    9
  

  AB + AC = 



57   35

25   24   + 



20   − 34

− 7    9
  = 



57 + 20   35 −  34

25 − 7    24 + 9
  

   = 



77    1

18   33      … (6) 

 (5), (6) −ÚkÕ A(B + C) = AB + AC G] ¨ßYlThPÕ, 
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(iv)  A«u Y¬ûN 2 × 2, AR]ôp I = 



1  0

0  1  G]d ùLôsL, 

 AI = 



1  8

4  3    



1  0

0  1   = 



1(1) + 8(0)   1(0) + 8(1)

4(1) + 3(0)   4(0) + 3(1)   = 



1 + 0   0 + 8

4 + 0   0 + 3   

  = 



1   8

4   3   = A … (7) 

 IA = 



1  0

0  1    



1  8

4  3   = 



1(1) + 0(4)   1(8) + 0(3)

0(1) + 1(4)   0(8) + 1(3)   = 



1 + 0   8 + 0

0 + 4   0 + 3   

  = 



1  8

4  3   = A … (8) 

 ∴ (7), (8)−ÚkÕ        AI = IA = A 

G,Lô,  1.4:   A = 



2  3

4  5      G²p A2 – 7A – 2II LôiL, 

¾oÜ :  A2 = AA = 



2  3

4  5    



2  3

4  5   = 



4 + 12    6 + 15

8 + 20   12 + 25   

   A2 = 



16   21

28   37     … (1)  

   − 7A = − 7 



2  3

4  5   = 



− 14   − 21

− 28   − 35
  … (2) 

   − 2I = − 2



1  0

0  1    =  



− 2    0

0   − 2
  … (3) 

 (1) + (2)  + (3) ⇒   A2 − 7A − 2I = A2 + (− 7A) + (− 2I) 

    = 



16   21

28   37   + 



− 14   − 21

− 28   − 35
  + 



− 2    0

0   − 2
  

  i.e.  A2 − 7A − 2I = 



16 − 14 − 2   21 − 21 + 0

28 − 28 + 0   37 − 35 − 2
   =  



0  0

0  0   = O 

G,Lô,  1.5:  

 A = 



1  4

0  3  , B = 



5  0

3  9   G²p (A + B)2 ≠ A2 + 2AB + B2
G]d LôhÓL, 

¾oÜ :  A + B = 



1  4

0  3   + 



5  0

3  9   = 



1 + 5   4 + 0

0 + 3   3 + 9   = 



6   4

3  12   

 (A + B)2 = (A + B) (A + B) = 



6   4

3  12    



6   4

3  12   = 



36 + 12    24 + 48

18 + 36   12 + 144   
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 (A + B)2 = 



48   72

54  156   … (1) 

 A2 = A.A = 



1  4

0  3    



1  4

0  3   = 



1 + 0   4 + 12

0 + 0    0 + 9   = 



1  16

0   9   

 B2 = B.B = 



5  0

3  9    



5  0

3  9    = 



25 + 0    0 + 0

15 + 27   0 + 81   = 



25   0

42  81   

 AB = 



1  4

0  3   



5  0

3  9   = 



5 + 12   0 + 36

0 + 9   0 + 27   = 



17  36

9  27   

 2AB = 2



17   36

9   27    =  



34   72

18   54   

 A2 + 2AB + B2 = 



1   16

0    9  +



34   72

18   54  +



25    0

42   81  =



1 + 34 + 25   16 + 72 + 0

0 + 18 + 42   9 + 54 + 81   

 A2 + 2AB + B2 = 



60    88

60   144   … (2) 

 (1), (2)−ÚkÕ (A + B)2 ≠ A2 + 2AB + B2
 G] ¨ßYlThPÕ, 

G,Lô, 1.6:  [2x   3] 



1   2

− 3   0
   



x

3   = O G²p xCu U§lûTd LôiL, 

¾oÜ :  [2x − 9     4x + 0]  



x

3   = O (ØRp CWiÓ A¦Lû[l ùTÚdÏL) 

  ⇒ [ ](2x − 9)x + 4x(3)   = O    ⇒   [2x2 − 9x + 12x]  = O 

  ⇒ [2x2 + 3x] = O 

 i.e. 2x2 + 3x = 0  ⇒  x(2x + 3) = 0 

  x = 0,    x = 
− 3
2    

G,Lô,  1.7: ¾odL : X + 2Y = 



4    6

− 8   10
    ;    X − Y = 



1    0

− 2   − 2
  

¾oÜ : ùLôÓdLlThÓs[Õ  X + 2Y  = 



4    6

− 8   10
  … (1) 

   X − Y = 



1    0

− 2   − 2
  … (2) 

(1) − (2)    ⇒   (X + 2Y) − (X − Y) =  



4    6

− 8   10
  − 



1    0

− 2   − 2
  

   3Y = 



3    6

− 6   12
  ⇒ Y = 

1
3   



3    6

− 6   12
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  ⇒ Y = 



1   2

− 2   4
  

 A¦ YI NUuTôÓ (1)p ©W§«P  

   X + 2 



1   2

− 2   4
  = 



4    6

− 8   10
  

  ⇒ X + 



2   4

− 4   8
  = 



4    6

− 8   10
  

  ⇒ X = 



4    6

− 8   10
  − 



2   4

− 4   8
  = 



2    2

− 4    2
  

   ∴  X = 



2    2

− 4    2
 , Y = 



1   2

− 2   4
  

T«t£ 1.1 
  (1) (i) aij = i + j   (ii) aij = i × j G] CÚdÏUôß Eßl×Lû[d ùLôiP 

3 × 3 A¦Lû[ EÚYôdÏL, 

 (2) 



x    3x − y

2x + z   3y − w
  = 



0   − 7

3    2a
 G²p x, y, z CYt±u U§l×Lû[d 

LôiL, 

 (3) 



2x    3x − y

2x + z   3y − w
  = 



3   2

4   7  G²p x, y, z, w CYt±u U§l×Lû[d 

LôiL, 

 (4) A = 



2    1

4   − 2
 ,  B = 



4   − 2

1    4
 , C = 



− 2   − 3

1    2
  G²p 

©uYÚY]Ytû\d LôiL, 

  (i) − 2A + (B + C) (ii) A − (3B − C) (iii) A + (B + C) (iv) (A + B) + C 

  (v) A + B (vi) B + A (vii) AB (viii) BA 

 (5) A = 








1   2    3

− 1   3    4

2   0   − 1
   B = 









2    0    1

2   − 1   − 2

1    1   − 1
 , C = 









1    1   − 1

2    1   − 2

1   − 1    1
  G²p 

©uYÚm Ø¥ÜLû[ N¬Tôo, 

  (i) AB ≠ BA (ii) (AB) C = A(BC)         (iii) A(B + C) = AB + AC 

 (6) ¾odL : 2X + Y + 








− 2    1   3

5   − 7   3
4    5   4

 = O   ;    X − Y  = 








4   7    0

− 1   2   − 6

− 2   8   − 5
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 (7) A= 



3   − 5

− 4    2
  G²p. A2 − 5A − 14 I = O  G]d LôhÓL, CeÏ I 

GuTÕ CWiPôm Y¬ûN KWXÏ A¦, 

 (8) A= 



3   − 2

4   − 2
  G²p. A2= kA − 2I Gu\Yôß k«u U§lûTd LôiL, 

 (9) A = 






1    2   2
2    1   2
2    2   1

  G²p. A2 − 4A − 5I = O G]d LôhÓL, 

 (10) 




x2   1

2    3
  + 



2x   3

1   4   = 



3   4

3   7   G²p. x-I LôiL, 

 (11)  [x   2   − 1] 








1    1    2

− 1   − 4    1

− 1   − 1   − 2
  






x
2
1

  = [0] G²p x-I LôiL, 

 (12) A = 



1  2

2  0  , B = 



3   − 1

1    0
  G²p ©uYÚY]Ytû\f N¬TôodL: 

  (i) (A + B)2 = A2 + AB + BA + B2 (ii) (A − B)2 ≠ A2 − 2AB + B2 

  (iii) (A + B)2 ≠ A2 + 2AB + B2 (iv) (A − B)2 = A2 − AB − BA + B2 

  (v) A2 − B2 ≠ (A + B) (A − B)  

 (13) A = 



3   7

2   5  , B = 



− 3    2

4   − 1
 , 5C + 2B  = A G²p. A¦ CûVd  

       LôiL, 

 (14) A = 



1   − 1

2   − 1
 , B = 



x    1

y   − 1
 ,  (A + B)2 = A2 + B2 

G²p. x,  y-u  

  U§l×Lû[d LôiL, 

1.2 A¦dúLôûYLs (Determinants) 
1.2.1 A±ØLm : 
 A¦dúLôûY (determinant) Gu\ ùNôp 1801p Lôv (Gauss) 
GuTYWôp CÚT¥ Y¥YeLû[l Tt±d Ï±l©ÓmúTôÕ 

ØRuØRXôL A±ØLlTÓjRlThPÕ, A¦dúLôûYVô]Õ. CÚT¥ 

Y¥YeL°u Ti×Lû[j ¾oUô²jRûUVôp (determines) ARû] 

‘Determinant’ Gu\ ùTV¬hÓ AûZjRôoLs úTôÛm. 

 ©uYÚm úLôûYûVd LY²dL, 
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1
2   [ ]x1(y2 − y3) + x2 (y3 − y1) + x3 (y1 − y2)   … (1) 

 CÕ JÚ R[j§p (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) Gu\ Ef£l ×s°Lû[d 

ùLôiP ØdúLôQj§u TWlûTd Ï±dÏm G] Sôm A±úYôm, 

 CúR úTôuß abc + 2fgh − af2 − bg2 − ch2 = 0    … (2) 
GuTÕ x,y-p AûUkR JÚ CÚT¥f NUuTôÓ. JÚ úNô¥ 

úSodúLôÓLû[ Ï±lTRtLô] ¨TkRû] G]Üm Sôm A±úYôm, 

 CÕúTôu\ úLôûYLû[ ¨û]®p ùLôsÞm £WUjûRd 

Ïû\dL L¦R®VXô[oLs A¦dúLôûY Y¥Yj§p 

CdúLôûYLû[d Ï±dÏm §hPjûR EÚYôd¡]o,  

 úUtLiP úLôûYL°p (1)B]Õ ¸rdLiP Y¥Yj§p 

Ï±dLlTÓm,  
1
2 









x1   y1   1

x2   y2   1

x3   y3   1
.  

    CúR úTôuß NUuTôÓ (2) B]Õ 







a   h   g
h   b    f
g    f    c

  = 0 G]d Ï±dLlTÓm, 

 úUÛm a1x + b1y + c1 z = 0  ;  a2x +b2y + c2z = 0    ;    a3x + b3y +c3z = 0, 

 Gu\ êuß NUuTôÓL°−ÚkÕ x, y, zI ¿d¡]ôp.  Sôm   

 a1(b2 c3 − b3 c2) − b1 (a2 c3 − a3 c2) + c1 (a2 b3 − a3 b2) = 0 G]l  

      ùTß¡ú\ôm, 

 CRû]









a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

 = 0. G] GÝRXôm,  

 CqYô\ôL  JÚ A¦dúLôûYVô]Õ £\lTô]. ÑÚdLUô] 

Y¥®p GÝRlThP JÚ Ï±l©hP YûL úLôûY BÏm. C§p CÚ 

ùNeÏjRô] úLôÓLÞdÏ Uj§«p JÚ NÕW Y¥®p Eßl×Ls 

Y¬ûNlTÓjRlThÓs[ûRd LY²dLÜm, 

A¦dÏm A¦dúLôûYdÏm Es[ úYßTôÓLs : 
 (i) JÚ A¦«û] JÚ GiQôLf ÑÚdL CVXôÕ, ARôYÕ JÚ 

A¦ GuTÕ Y¥YûUl× UhÓúU, ARtÏ Gq®R Gi 

U§l×m CpûX, B]ôp. A¦dúLôûYûV JÚ GiQôLf 

ÑÚdLXôm, 
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 (ii) JÚ A¦«p ¨ûW. ¨WpL°u Gi¦dûL NUUôL CÚdL 

AY£VªpûX, B]ôp JÚ A¦dúLôûY«p ¨ûW. 

¨WpL°u Gi¦dûL GlùTôÝÕm NUUôÏm, 

 (iii) JÚ A¦«u ¨ûW. ¨WpLû[ CPUôt\m ùNnYRôp ×§V 

A¦ûVl ùT\Xôm, B]ôp. JÚ A¦dúLôûY«u ¨ûW. 

¨WpLû[ CPUôt\m ùNnYRôp A¦dúLôûY«u U§l× 

Uô\ôÕ, 

1.2.2 YûWVû\Ls : 
 ùUn (ApXÕ) LXl× GiLû[ Eßl×L[ôLd ùLôiP n 

Y¬ûNÙs[ JqùYôÚ NÕW A¦ AEPu Sôm JÚ GiûQj 

ùRôPo× TÓjRXôm, CRû] A¦ ACu A¦dúLôûY Gu¡ú\ôm, 

CRû] | A |  ApXÕ det (A) ApXÕ ∆ G]d Ï±dLXôm, 

 CqYô\ôL. A«u Eßl×Lû[ ùLôiÓ EÚYôdLlThP 

A¦dúLôûY. ACu A¦dúLôûY G]lTÓm, 

 A = 



a11   a12

a21   a22
  GuL,  

 CRu A¦dúLôûY | A | = 



a11   a12

a21   a22
   

                                         = a11 a22 − a21a12 BÏm, 

 3Bm Y¬ûN ApXÕ ARtÏ úUtThP Y¬ûN ùLôiP 

A¦dúLôûYûV ®¬ÜTÓj§ ARu U§l× LôQ. £t\¦d úLôûY 

Utßm CûQd LôW¦Lû[l Tt±j ùR¬kÕ ùLôsÞYÕ 

AY£VUôÏm, AYt±u YûWVû\ ©uYÚUôß,  

£t\¦d úLôûY (Minor) : 
 | A | = | |[aij]  GuTÕ n Y¬ûNÙûPV A¦dúLôûY GuL, HúRàm 

JÚ Eßl× aijCu £t\¦d úLôûYVô]Õ aij  CÚdÏm ¨ûW Utßm 

¨WûX ¿dÏYRôp ùT\lTÓm A¦dúLôûYVôÏm, aij-u £t\¦d 

úLôûYVô]Õ Mij G]d Ï±dLlTÓm, 

CûQdLôW¦ (Co-factor) : 
 RÏkR Ï±ÙPu á¥V £t\¦dúLôûY CûQdLôW¦ BÏm, 

aijCu CûQdLôW¦ Aij G]d Ï±dLlTÓm, úUÛm Aij = (− 1)i + j Mij 
G] YûWVßdLlTÓm, 



 18

 êu\ôm Y¬ûN A¦dúLôûY 









a11   a12   a13

a21   a22   a23

a31   a32   a33

 -u Eßl×L[ô] 

a11, a12, a13  CYt±u £t\¦d úLôûYLs Utßm CûQdLôW¦Ls 

©uYÚUôß YûWVßdLlTÓm, 

 (i) a11Cu £t\¦dúLôûY = M11 = 



a22   a23

a32   a33
  = a22a33 − a32 a23.  

    a11Cu CûQdLôW¦  

  = A11 = (−1)1 + 1   M11 = 



a22   a23

a32   a33
  = a22a33 − a32 a23 

 (ii)  a12Cu £t\¦dúLôûY = M12 = 



a21   a23

a31   a33
  = a21 a33 − a31a23 

   a12,Cu CûQdLôW¦  

  A12 = (−1)1+2 M12 = − 



a21   a23

a31   a33
= − (a21a33 − a23 a31) 

 (iii) a13Cu £t\¦d úLôûY = M13 = 



a21   a22

a31   a32
  = a21 a32 − a31 a22  

   a13Cu CûQdLôW¦  

  = A13 = (− 1)1 + 3 M13 = 



a21   a22

a31   a32
  = a21 a32 − a31 a22 

Ï±l× : JÚ A¦dúLôûYûV GkRùYôÚ ¨ûW ApXÕ ¨Wp 

Y¯VôLÜm ©uYÚUôß ®¬ÜTÓjRXôm, 

 A =  








a11   a12   a13

a21   a22   a23

a31   a32   a33

 GuL, 

 ∆ = a11 A11 + a12 A12 + a13 A13  ApXÕ   a11 M11 − a12 M12 + a13 M13 
(R1 Y¯VôL ®¬ÜTÓjR) 

 ∆ = a11 A11 + a21A21 + a31 A31 ApXÕ a11 M11 − a21 M21 + a31 M31 
(C1 Y¯VôL ®¬ÜTÓjR) 

 ∆ = a21 A21 + a22 A22 + a23 A23 ApXÕ − a21 M21 + a22 M22 − a23 M23 
(R2 Y¯VôL ®¬ÜTÓjR) 
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G,Lô,  1.8:   

  








3    4    1

0   − 1   2

5   − 2   6
 Gu\ A¦dúLôûY«u JqùYôÚ Eßl©u 

£t\¦dúLôûY Utßm CûQdLôW¦ LôiL, 

¾oÜ : 3-Cu £t\¦d úLôûY M11 = 



−1    2

− 2   6
  = − 6 + 4 = − 2 

   4-Cu £t\¦dúLôûY M12 = 



0   2

5   6   = 0 − 10 = − 10 

   1-Cu £t\¦dúLôûY M13 = 



0   − 1

5   − 2
  = 0 + 5 = 5 

   0-Cu £t\¦dúLôûY M21 = 



4    1

− 2   6
  = 24 + 2 = 26 

   − 1-Cu £t\¦dúLôûY is M22 = 



3   1

5   6   = 18 − 5 = 13 

   2-Cu £t\¦dúLôûY is M23 = 



3    4

5   − 2
  = − 6 − 20 = − 26 

   5-Cu £t\¦dúLôûY is M31 = 



4    1

− 1   2
  = 8 + 1 = 9 

   − 2-Cu £t\¦dúLôûY is M32 = 



3   1

0   2   = 6 − 0 = 6 

   6-Cu £t\¦dúLôûY is M33 = 



3    4

0   − 1
  = − 3 − 0 = − 3 

   3-Cu CûQdLôW¦ is A11 = (− 1)1 + 1 M11 = M11 = − 2 

   4-Cu CûQdLôW¦ A12 = (− 1)1 + 2 M12 = − M12 = 10 

   1Cu CûQdLôW¦ A13 = (− 1)1 + 3 M13 = M13 = 5 

   0Cu CûQdLôW¦ A21 = (− 1)2 + 1 M21 = − M21 = − 26 

   − 1-Cu CûQdLôW¦ A22 = (− 1)2 + 2 M22 = M22 = 13 

   2-Cu CûQdLôW¦ A23 = (− 1)2 + 3 M23 = − M23 = 26 

   5-Cu CûQdLôW¦ A31 = (− 1)3 + 1 M31 = M31 = 9 

   − 2-Cu CûQdLôW¦  is A32 = (− 1)3 + 2 M32 = − M32 = − 6 

   6-Cu CûQdLôW¦ A33 = (− 1)3 + 3 M33 = M33 = − 3 



 20

éf£Vd úLôûY Utßm éf£VUt\ úLôûY A¦Ls  
(Singular and Non-singular matrices) : 

 JÚ NÕW A¦ A-dÏ ARu A¦dúLôûY | A | = 0 G²p AÕ 

éf£Vd úLôûY A¦ G]lTÓm, 

 JÚ NÕW A¦ A-dÏ ARu A¦dúLôûY | A | ≠ 0 G²p AÕ 

éf£VUt\ úLôûY A¦ G]lTÓm, 

 GÓjÕdLôhPôL, A = 






1   2   3
4   5   6
7   8   9

  GuTÕ JÚ éf£Vd úLôûY 

A¦VôÏm, 

 Q  | A | = 






1   2   3
4   5   6
7   8   9

  = 1



5   6

8   9   − 2 



4   6

7   9   + 3 



4   5

7   8   

    = 1(45 − 48) − 2 (36 − 42) + 3(32 − 35) 

    = − 3 + 12 − 9 = 0 

 B = 






1   7   5
2   6   3
4   8   9

 GuTÕ JÚ éf£VUt\ úLôûY A¦VôÏm, 

 Q  | B | = 






1   7   5
2   6   3
4   8   9

  = 1 



6   3

8   9   − 7  



2   3

4   9   + 5 



2   6

4   8   

    = 1(54 − 24) − 7(18 − 12) + 5 (16 − 24) 

    = 1(30) − 7(6) + 5(− 8) 

    = − 52 ≠ 0 

 ∴ B A¦ JÚ éf£VUt\ úLôûY A¦VôÏm, 

1.2.3 A¦dúLôûY«u Ti×Ls : 
 A¦dúLôûY«u Ti×Ls LQdÏL°u ¾oÜLû[ G°§p LôQ 

ªLÜm TVuTÓ¡u\], ClTi×Lû[ Sôm êu\ôm Y¬ûN 

A¦dúLôûYLÞdÏ UhÓúU ¨ßÜúYôm, CÚl©àm CûYVôÜm 

GpXô Y¬ûN A¦dúLôûYLÞdÏm ùTôÚkRd á¥V]YôÏm, 

Ti× 1: 

 Ko A¦dúLôûY«u ¨ûW. ¨WpLû[l T¬Uôt±]ôp ARu 

U§l× Uô\ôÕ, 
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¨ìTQm : 

 ∆ = 








a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

 GuL, 

 ∆I ØRp ¨ûW Yô«XôL ®¬ÜTÓjR. Sôm ùTßYÕ. 

 ∆ = a1(b2 c3 − b3 c2) − b1(a2 c3 − a3 c2) + c1 (a2b3 − a3 b2) 

  = a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a3b1c2 + a2b3c1 − a3b2c1  … (1) 

 ∆,Cu ¨ûW. ¨WpLû[l T¬Uôt\m ùNnYRôp JÚ ×§V 

A¦dúLôûYûVl ùTß¡ú\ôm, CRû] ∆1 GuúTôm, 

 ∆1 = 








a1   a2   a3

b1   b2   b3

c1   c2   c3

. JÚ A¦dúLôûYûV GkRùYôÚ ¨ûW ApXÕ 

¨Wp Yô«XôLÜm ®¬ÜTÓjRXôm, G]úY Sôm ùTßYÕ 

 ∆1 = a1(b2c3 − c2b3) − b1 (a2c3 − c2a3) + c1(a2b3 − b2a3) 

  = a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a3b1c2 + a2b3c1 − a3b2c1 … (2) 

 (1), (2) NUuTôÓL°−ÚkÕ Sôm ùTßYÕ ∆ = ∆1, C§−ÚkÕ 

Ti× ¨ßYlThPÕ, 

Ti× 2 : 
 Ko A¦dúLôûY«u HúRàm CÚ ¨ûWLs (¨WpLs) RUdÏs 

CPUôt\m ùNnVlT¥u A¦dúLôûY«u Ï± Uôßm ; B]ôp 

ARu GiQ[Ü Uô\ôÕ, 

¨ìTQm  : 

 ∆ = 








a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

 GuL 

 ∆ = a1(b2 c3 − b3 c2) − b1(a2 c3 − a3 c2) + c1 (a2b3 − a3 b2) 

 ∆ = a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a3b1c2 + a2b3c1 − a3b2c1  … (1) 

 ∆1  GuTÕ ∆Cu ØRp ¨ûW 2Bm ¨ûWVôLÜm. 2Bm ¨ûWûV 

ØRp ¨ûWVôLÜm CPUôt\m ùNnYRôp (R1 ↔ R2) ¡ûPdÏm 

A¦dúLôûY GuL, 

 ∆1 = 








a2   b2   c2

a1   b1   c1

a3   b3   c3

 . ClùTôÝÕ Sôm ∆1 = − ∆ G] ¨ßY úYiÓm, 
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 ∆1I R2 Yô«XôL ®¬Ü ùNnV. 

 ∆1 = − a1(b2c3 − c2b3) + b1 (a2c3 − c2a3) − c1(a2b3 − b2a3) 

  = − [a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a3b1c2 + a2b3c1 − a3b2c1] … (2) 

 (1), (2)−ÚkÕ Sôm ùTßYÕ ∆1 = − ∆    CúR úTôuß. 

CdùLôsûLûV HúRàm CÚ ¨WpL°u CPUôt\j§tÏm 

¨ßYXôm, 

¡û[júRt\m: 
 JÚ A¦dúLôûY«u ¨ûWLÞdÏs (¨WpLÞdÏs) Jtû\ 

Gi¦dûL«p CPUôt\eLs ¨L¯u ARu Ï± Uôßm, CWhûP 

Gi¦dûL«p CPUôt\eLs ¨L¯u ARu Ï± Uô\ôÕ, 

Ti× 3: 
 Ko A¦dúLôûY«p CÚ ¨ûWLs (¨WpLs) NoYNUm G²p. 

AqY¦dúLôûY«u U§l× éf£VUôÏm, 

¨ìTQm : 

 A¦dúLôûY«u U§l× ∆ GuL, ØRp CWiÓ ¨ûWLÞm 

NoYNUm G]d ùLôsL, R1, R2I RUdÏs CPUôt\m ùNnYRôp. 

A¦dúLôûY«u U§l× − ∆ BÏm (Ti× 2u T¥) R1, R2 
NoYNUUôRXôp. T¬Uôt\j§tÏl ©\Ïm A¦dúLôûY (∆) Uô\ôÕ, 

 (A,Õ,)  ∆ = − ∆    ⇒     2∆ = 0     ⇒     ∆ = 0 

Ti× 4 : 
 Ko A¦dúLôûY«p HúRàm JÚ ¨ûW«p (¨W−p) Es[ 

JqùYôÚ Eßl×m JÚ Uô±− “k” Bp ùTÚdLlTh¥Úl©u AkR 

A¦dúLôûY«u U§l× kBp ùTÚdLlTÓm, 

¨ìTQm : 

 ∆ = 








a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

  GuL, 

 ØRXôYÕ ¨ûW«u Eßl×Ls VôÜm kBp ùTÚd¡ YÚm 

A¦dúLôûY ∆1 GuL, 

  ∆1 = 








ka1   kb1   kc1

a2    b2    c2

a3    b3    c3

. 

 R1 Y¯VôL ®¬ÜTÓjR Sôm ùTßYÕ 
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 ∆1 = ka1 (b2c3 − b3c2) − kb1(a2c3 − a3c2) + kc1(a2b3 − a3b2) 
  = k[a1b2c3 − a1b3c2 − a2b1c3 + a3b1c2 + a2b3c1 − a3b2c1] 
 ∆1 = k∆. C§−ÚkÕ Ti× ùT\lThPÕ, 
Ï±l× : 
 (1) A GuTÕ n Y¬ûNÙs[ JÚ NÕW A¦ GuL, ©\Ï A¦ 

A«u JqùYôÚ EßlûTÙm Uô±− kBp ùTÚd¡]ôp Sôm 

ùTßYÕ kA Gu\ NÕW A¦VôÏm, B]ôp. 

A¦dúLôûY«p k |A| GuTÕ JÚ ¨ûW (¨Wp)«u JqùYôÚ 

EßlûTÙm Uô±− kBp ùTÚdL ¡ûPlTRôÏm, 

 (2) A GuTÕ n Y¬ûNÙs[ JÚ NÕW A¦ G²p | kA | = kn| A |. 

Ti×Ls (3) Utßm (4)−ÚkÕ ©uYÚm Ø¥®û]l ùTß¡ú\ôm 
 Ko A¦dúLôûY«p CÚ ¨ûWLs (¨WpLs) ®¡R NUj§p 

(Proportional) CÚl©u. ARôYÕ JÚ ¨ûW (¨Wp)Vô]Õ Utù\ôÚ ¨ûW 

(¨Wp)«u §ûN«− ùTÚdLXôL CÚl©u. AqY¦d úLôûY«u 

U§l× éf£VUôÏm, 

Ti× 5 : JÚ A¦dúLôûY«p Es[ JÚ ¨ûW«u (¨W−u) 

JqùYôÚ Eßl×m CÚ Eßl×L°u áÓRXôL CÚdÏùU²p 

AqY¦dúLôûYûV AúR Y¬ûNÙûPV CÚ A¦dúLôûYL°u 

áhPp TX]ôL GÝR CVÛm, CÚ A¦dúLôûYL°Ûm ÁRØs[ 

¨ûW (¨Wp)L°u Eßl×Ls AqYôú\ CÚdÏm, 

¨ìTQm : ∆ = 









α1 + x1   β1 + y1   γ1 + z1

b1    b2    b3

c1    c2    c3

  GuL 

 ∆I ØRXôYÕ ¨ûW Yô«XôL ®¬ÜTÓjR. Sôm ùTßYÕ 

 ∆ = (α1 + x1) 



b2   b3

c2   c3
  − (β1 + y1) 



b1   b3

c1   c3
  + (γ1 + z1) 



b1   b2

c1   c2
  

  = 








α1



b2   b3

c2   c3
 − β1



b1   b3

c1   c3
 + γ1



b1   b2

c1   c2
  

+  








x1



b2   b3

c2   c3
 − y1



b1   b3

c1   c3
 + z1



b1   b2

c1   c2
  

  = 









α1   β1   γ1

b1   b2   b3

c1    c2   c3

  + 








x1   y1   z1

b1   b2   b3

c1   c2   c3

  

 C§−ÚkÕ Ti× ùT\lThPÕ, 
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Ï±l× : NU Y¬ûN EûPV CÚ A¦dúLôûYLû[d áhP (úNodL) 

Sôm ®Úm©]ôp. JÚ Ï±l©hP ¨ûW (¨Wp)«u JjR Eßl×Lû[d 

áhP úYiÓm, B]ôp. Ut\ ¨ûWL°p (¨WpLs) Es[ Eßl×Ls 

NUUôL CÚdL úYiÓm, 

Ti× 6 : 
 Ko A¦dúLôûY«p JÚ ¨ûW«p (¨W−p) Es[ JqùYôÚ 

EßlúTôÓm Ut\ TX ¨ûWL°p (¨WpL°p) Es[ JjR Eßl×Lû[d 

Ï±l©hP Uô±−L[ôp Øû\VôLl ùTÚd¡d áhÓYRôp AqY¦d 

úLôûY«u U§l× Uô\ôÕ,  

¨ìTQm : 

 ∆ = 








a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

  GuL 

 CWiPôYÕ ¨Wp. êu\ôYÕ ¨Wp CYtû\ Øû\úV l, mBp 

ùTÚd¡ C1 EPu áhP ùTßm A¦dúLôûY ∆1 GuL, 

 ∆1= 








a1 + lb1 + mc1    b1     c1

a2 + lb2 + mc2    b2     c2

a3 + lb3 + nc3     b3    c3 
  

  = 








a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

  + 








lb1  b1    c1

lb2   b2   c2

lb3   b3   c3

  + 








mc1   b1   c1

mc2   b2   c2

mc3   b3   c3

  (Ti× 5−ÚkÕ) 

  = 








a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

+ 0 +0 




2YÕ A.úLô.-p C1, C2 ®¡Rf NUUô]ûY

 3YÕ A.úLô.-p C1, C3 ®¡Rf NUUô]ûY
  

    ∆1 =  ∆ 

Ï±l× : 
 (1) GkRùYôÚ ¨ûW (¨Wp)«u Aû]jÕ Eßl×Lû[Ùm JúW 

§ûN«−Vôp ùTÚdÏYÕ (ApXÕ) YÏlTÕ 

A¦dúLôûY«u U§lûT AúR §ûN«−Vôp 

ùTÚdÏYRtÏ (ApXÕ) YÏlTRtÏf NUUôÏm, 

 (2) JÚ A¦dúLôûY«p ØRuûU êûX®hPj§tÏ úUÛs[ 

(ApXÕ) ¸Ýs[ Aû]jÕ Eßl×LÞm éf£Vm G²p (¸r 

ApXÕ úUp ØdúLôQ AûUl×) AkR A¦dúLôûY«u 

U§lTô]Õ ØRuûU êûX®hP Eßl×L°u 

ùTÚdLtTXu BÏm, 
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 GÓjÕdLôhPôL. | A | = 






3   2   7
0   5   3
0   0   1

  G] GÓjÕd ùLôsúYôm, 

                       | A | = 3(5 − 0) − 2(0 − 0) + 7(0 − 0)  
     = 15 
 A¦dúLôûY | A |«u U§l× 15 BÏm, 

 ØRuûU êûX®hP Eßl×L°u ùTÚdLtTXu 3 × 5 × 1 = 15. 

G,Lô,  1.9 : ¾odL  








x − 1     x     x − 2

0     x − 2    x − 3

0     0    x − 3
  = 0 

¾oÜ : ØRuûU êûX®hPj§tÏd ¸úZ Es[ Aû]jÕ 

Eßl×LÞm éf£VUôÏm, G]úY. A¦dúLôûY«u U§l× 

 (x − 1) (x − 2) (x − 3)   

 ∴  (x − 1) (x − 2) (x − 3) = 0    ⇒   x = 1,   x = 2,   x = 3 

G,Lô, 1.10 : 



x   5

7   x  + 



1    − 2

− 1    1
  = 0 G²p x-dÏj ¾oÜ LôiL, 

¾oÜ :   



x   5

7   x  + 



1    − 2

− 1    1
  = 0 

  ⇒ (x2 − 35) + (1 − 2) = 0  ⇒  x2 − 35 − 1 = 0  ⇒  x2 − 36 = 0 

  ⇒ x2 = 36   ⇒   x = ± 6 

G,Lô, 1.11:  






0   1   0
x   2   x
1   3   x

  = 0 G²p x-dÏj ¾oÜ LôiL, 

¾oÜ : 

 (0) 



2   x

3   x   − 1 



x   x

1   x   + (0) 



x   2

1   3  = 0          ⇒     0 − 1(x2 − x) + 0 = 0 

 − x2 + x = 0   ⇒  x(1 − x) = 0   ⇒   x = 0,  x = 1 

G,Lô, 1.12: U§l©ÓL (i)  






1   a   b + c
1   b   c + a
1  c    a + b

     (ii) 






x + 2a    x + 3a    x + 4a
x + 3a    x + 4a    x + 5a
x + 4a    x + 5a    x + 6a

  

¾oÜ : ùLôÓdLlThP A¦dúLôûY«û] ∆ GuL, 
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 (i)   ∆ = 






1   a   b + c
1   b   c + a
1  c    a + b

  = 






1   a    a + b + c
1   b    a + b + c
1  c    a + b + c

  C3 → C3 + C2  

    = 0                 [Q C1 ≡ C3] 

 (ii)  ∆ = 






x + 2a    x + 3a    x + 4a
x + 3a    x + 4a    x + 5a
x + 4a    x + 5a    x + 6a

 = 






x + 2a    a    2a
x + 3a    a     2a
x + 4a    a    2a

   
C2 → C2 − C1

C3 → C3 − C1
  

                                                     = 0    [Q  C2, C3 ®¡R NUUô]ûY] 

G,Lô, 1.13: 






2x + y     x     y
2y + z     y     z
2z + x     z     x

  = 0 G] ¨ßÜL, 

¾oÜ :  






2x + y     x     y
2y + z     y     z
2z + x     z     x

  =






2x   x   y
2y   y   z
2z   z   x

  + 






y   x   y
z   y   z
x   z   x

  

  = 0 + 0       









Q 

ØRp A¦dúLôûY«p C1, C2
®¡R NUUô]ûY

 CWiPôYÕ A¦dúLôûY«p C1,C3
NoY NUm

  

  = 0 

G,Lô, 1.14:    







1   a   a2

1   b   b2

1   c   c2

  = (a − b) (b − c) (c − a) G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 







1   a   a2

1   b   b2

1   c   c2

  = 







0      a − b      a2 − b2

0      b − c     b2 − c2

1       c       c2

  
R1 → R1 − R2

R2 → R2 − R3
 

  

  = (a − b) (b − c) 








0    1    a + b

0    1    b + c

1    c     c2
      

R1,R2®−ÚkÕ

(a − b),(b − c)
ùY°úV GÓdLÜm

  

  = (a−b) (b−c) [ ](1) (b + c) − (1) (a + b)  = (a−b) (b−c) (c−a) 

G,Lô, 1.15: 






1     1     1
1    1 + x     1
1     1     1 + y

  = xy G] ¨ßÜL 
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¾oÜ : 

   






1     1     1
1    1 + x     1
1     1     1 + y

  = 






1   1   1
0   x   0
0   0   y

   

 
R2 → R2 − R1

R3 → R3 − R1

  

   =  xy 

G,Lô, 1.16:  







1/a2    bc    b + c

1/b2    ca    c + a

1/c2    ab    a + b

 = 0 G] ¨ßÜL 

 







1/a2    bc    b + c

1/b2    ca    c + a

1/c2    ab    a + b

 = 
1

abc 






1/a    abc   a(b + c)
1/b    abc   b(c + a)
 1/c   abc   c(a + b)

  
R1, R2, R3-I

a, b, cBp ùTÚdLÜm
  

  = 
abc
abc   







1/a    1    a(b + c)
1/b    1    b(c + a)
1/c    1    c(a + b)

  
C2 CÚkÕ abc-I

 ùY°úV GÓdLÜm
  

  = 
1

abc  






bc    1    a(b + c)
ca    1    b(c + a)
ab    1    c(a + b)

  C1I abcBp ùTÚdLÜm 

    = 
1

abc   






bc    1    ab + bc + ca
ca    1    ab + bc + ca
ab    1    ab + bc + ca

  C3 → C3 + C1 

    = 
(ab+bc+ca)

abc   






bc  1  1
ca  1  1
ab  1  1

   
C3«−ÚkÕ (ab+bc+ca)
ùY°úV GÓdLÜm

 

    = 
(ab + bc + ca)

abc   (0)     [Q C2 , C3 NoY NUm] 

    = 0 

G,Lô, 1.17: 







b2c2    bc    b + c

c2a2    ca    c + a

a2b2    ab    a + b

  = 0 G] ¨ßÜL 

¾oÜ :    ∆ = 







b2c2    bc    b + c

c2a2    ca    c + a

a2b2    ab    a + b

 GuL 

 R1, R2 , R3I Øû\úV a, b, cBp ùTÚdLÜm, 
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   ∆ = 
1

abc    







ab2c2    abc    ab + ac

bc2a2    abc    bc + ab

ca2b2    abc    ca + bc

   

  = 
(abc)2

abc    






bc    1    ab + ac
ca    1    bc + ab
ab    1    ca + bc

   
C1, C2−ÚkÕ abc
 ùY°úV GÓdLÜm

  

  = abc 






bc    1    ab + bc + ca
ca    1    ab + bc + ca
ab    1    ab + bc + ca

  C3 → C3 + C1 

  = abc (ab + bc + ca) 






bc    1    1
ca    1    1
ab    1    1

   
C3−ÚkÕ (ab + bc + ca)
 ùY°úV GÓdLÜm

  

  = abc (ab + bc + ca)  (0)                 [Q C2, C3 NoYNUm]    

   = 0 

G,Lô, 1.18 : 








a+b+c    −c    −b

−c    a+b+c    −a

−b    −a    a+b+c
  = 2(a+b) (b+c) (c+a)  G] ¨ßÜL, 

¾oÜ :  

      








a+b+c   −c   −b

−c   a+b+c   −a

−b   −a     a+b+c
=









a + b     a + b    − (a + b)

 − (b + c)    b + c     b + c

− b     − a     a + b + c
 
R1 → R1 + R2

R2 → R2 + R3
 

 

  = (a + b) (b + c) 








1    1    −1

−1     1    1

−b   −a   a+b+c
   

R1,R2-−ÚkÕ (a+b), (b+c)
 ùY°úV GÓdLÜm

  

  = (a + b) (b + c) 








0     2     0

− 1     1     1

− b    − a    a + b + c
  

R1 → R1+ R2
 
 

 

  = (a + b) (b + c) × (− 2) 



− 1     1

− b    a + b + c
  

  = (a + b) (b + c) × (− 2) [ ]− (a + b + c) + b   
  = (a + b) (b + c) × (− 2) [− a − c] 
  = 2(a + b) (b + c) (c + a) 
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G,Lô, 1.19:  






a2 + λ     ab     ac

ab     b2 + λ     bc

ac     bc     c2 + λ

  = λ2 (a2 + b2 + c2 + λ) G] ¨ßÜL 

¾oÜ : ∆ = 







a2 + λ     ab     ac

ab     b2 + λ     bc

ac     bc     c2 + λ

  GuL 

 R1, R2 ,R3I Øû\úV a, b, cBp ùTÚdLÜm 

   ∆ = 
1

abc    







a(a2 + λ)     a2b     a2c

ab2     b(b2 + λ)     b2c

ac2     bc2     c(c2 + λ)

  

 C1, C2,C3  CÚkÕ Øû\úV a, b, c ùY°úV GÓdLÜm  

 ∆ = 
abc
abc   







a2 + λ     a2     a2

b2     b2 + λ     b2

c2     c2     c2 + λ

  

  = 







a2+b2+c2+λ    a2+b2+c2+λ    a2+b2+c2+λ

b2     b2+λ     b2

c2     c2     c2+λ

  
R1→ R1 + R2 + R3

 
 

  

  = (a2 + b2 + c2 + λ) 









1     1     1

b2    b2 + λ     b2

c2     c2     c2 + λ
  

  = (a2 + b2 + c2 + λ) 









1     0    0

b2    λ    0

c2    0    λ
  

C2 → C2 − C1

C3 → C3 − C1
  

  = (a2 + b2 + c2 + λ)  



λ   0

0   λ
      

 ∴  







a2 + λ     ab     ac

ab     b2 + λ     bc

ac     bc     c2 + λ

  = λ2(a2 + b2 + c2 + λ) 



 30

T«t£ 1.2 

 (1) ®¬ÜTÓjRôUp A¦dúLôûY









2     6     4

− 5    − 15    − 10
1     3     2

 Cu 

U§lûTd LôiL, 
 (2) éf£Vd úLôûY Utßm éf£VUt\ úLôûY A¦ûV LiÓ©¥ 

  (i) 








1     4     9

4     9     16
9    16    25

  (ii) 








1     2     3

4     5     6

− 2    − 4    − 6
  

 (3) ¾odL   (i)  








2    x    4

3    2    1
1    2    3

  = − 3       (ii) 








4     3     9

3    − 2    7
4     4     x

 = − 1 

 (4) U§l©ÓL  (i)   









a − b    b − c    c − a

b − c    c − a    a − b

c − a   a − b     b − c

    (ii)   








1    ab    c(a + b)

1    bc    a(b + c)
1    ca    b(c + a)

  

 (5) 









a − b − c     2a     2a

2b     b − c − a     2b

2c     2c     c − a − b

  = (a + b + c)3
 G] ¨ßÜL 

 (6) 








1 + a     1     1

1     1 + b     1
1     1     1 + c

  = abc 



1 + 

1
a + 

1
b + 

1
c   G] ¨ßÜL,  

  CeÏ a, b, c GuT] éf£VUt\ ùUnùViLs,  

C§−ÚkÕ  

  








1 + a     1     1

1     1 + a     1
1     1     1 + a

 Cu U§lûTd LôiL, 

 (7) 







1    a    a3

1    b    b3

1    c    c3

  = (a − b) (b − c) (c − a) (a + b + c)  G] ¨ßÜL, 

 (8) x, y, z ùYqúY\ô]ûYVô«ÚkÕ. 







x    x2    1 − x3

y    y2    1 − y3

z    z2    1 − z3

  = 0 G²p 

 xyz = 1 G]d LôhÓL, 



 31

 (9) ©uYÚY]Ytû\ ¨ßÜL,   (i)  







1    a    a2

1    b    b2

1    c    c2

 = 








1    a    bc

1    b    ca

1    c    ab
 

                                                              (ii) 








y + z    x    y

z + x    z    x
x + y    y    z

 = (x + y + z)  (x − z)2 

 (10) ©uYÚY]Ytû\ ¨ßÜL,  

  (i) 








b+c    c+a     a+b

q+r    r+p    p+q

y+z   z+x     x+y
=2 









a    b    c

p    q    r
x    y    z

  (ii)  







−a2   ab   ac

ab   −b2   bc

ac   bc     −c2

  = 4a2b2c2   

   (iii) 








a    b    c

b    c    a
c    a    b

= 3abc − a3 − b3 − c3  

  (iv)  








a     b     c

a − b    b − c    c − a
b + c    c + a    a + b

  = a3 + b3 + c3 − 3abc 

1.2.4 LôW¦ Øû\ : 
A¦dúLôûYLÞdÏ Á§ úRt\j§u (Remainder theorem) TVuTôÓ 

úRt\m 1.1 : 
 Ko A¦dúLôûY«u (∆) Eßl×Ls xCp AûUkR TpÛßl×d 

úLôûYL[ôL CÚkÕ. x = a G]l ©W§«P ∆Cu U§l× éf£Vm 

G²p (x − a) GuTÕ ∆u JÚ LôW¦VôÏm, 

¨ìTQm : 

 ∆Cu Eßl×Ls xCp AûUkR TpÛßl×d úLôûYLs, G]úY 

®¬ÜTÓjÕmúTôÕ ∆-u U§l× x-Bp AûUkR JÚ TpÛßl×d 

úLôûYVôÏm,  

 CRû] p(x)  GuL,  

 x = a GàmúTôÕ ∆ = 0  

 ARôYÕ x = a GàmúTôÕ p(x) = 0 

 ARôYÕ p(a) = 0 

 ∴ Á§ úRt\j§uT¥ (x − a) GuTÕ p(x)u JÚ LôW¦ BÏm, 

 (A,Õ,) (x − a) B]Õ ∆Cu JÚ LôW¦ BÏm, 
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Ï±l× : 
 (1) Sôm. A¦dúLôûY«u U§lûTd LôW¦L°u ùTÚdLp 

Y¥®p ùTßYRtÏ CjúRt\m ªLÜm TVuTÓm, 

GÓjÕdLôhPôL. a = b G] ©W§«P A¦dúLôûY ∆Cp 

ARu HúRàm CÚ ¨ûWLs ApXÕ ¨WpLs NoYNUUô]ôp. 

∆ = 0 BÏm, G]úY. úUtLiP úRt\j§uT¥ a − b GuTÕ 

∆Cu LôW¦VôÏm, 

 (2) x = a G] ©W§«P. (n ≥ r) Y¬ûNÙs[ A¦dúLôûY«p r 

¨ûWLs (¨WpLs) NoYNUUô]ûY (x − a)r − 1 GuTÕ ∆Cu 

JÚ LôW¦VôÏm, 

 (3) (x + a) GuTÕ TpÛßl×d úLôûY f(x)u LôW¦VôLj 

úRûYVô] Utßm úTôÕUô] ¨TkRû] f(x) = 0 Gu\ 

NUuTôh¥u JÚ ¾oÜ x = − a BL CÚlTúR BÏm, 

Ï±l×ûW : ClTÏ§«p. NUfºo Utßm YhP (Symmetric and Cyclic) 
Y¬ûNl Ti×Lû[d ùLôiP £X LQdÏLû[l TôolúTôm, 

G,Lô, 1.20: 






1    a    a3

1    b    b3

1    c    c3
 = (a − b) (b − c) (c − a) (a + b + c) G]d LôhÓL, 

¾oÜ : 

 ∆ = 







1   a   a3

1   b   b3

1   c   c3

 GuL, a = b G] ©W§«P  ∆ = 







1  b   b3

1  b  b3

1  c  c3

 = 0  

 [Q R1, R2 NoYNUm] 

 ∴ (a − b) GuTÕ ∆Cu JÚ LôW¦, 

 ∆Yô]Õ a, b, cCp NUfºo Ti× EûPVÕ G] A±VXôm, 

CúRúTôuß b = c, c = a G]l ©W§«P ∆ = 0 G] Sôm ùTß¡ú\ôm, 

G]úY (b − c), (c − a)  GuT]Üm ∆Cu LôW¦L[ôÏm,  

 (a−b) (b−c) (c − a) Gu\ ùTÚdLtTXu ∆Cu JÚ LôW¦VôÏm, 

ClùTÚdLtTX²u T¥ 3 BÏm, AúR NUVm ØRuûU êûX®hP 

Eßl×L°u ùTÚdLtTXu 1.b.c3
 BÏm, CRu T¥ 4 BÏm. 

 ∴ ∆®tÏ úUtùNôu]  3 LôW¦Ls UhÓªu± JÚT¥ LôW¦ 

EiÓ G] A±¡ú\ôm, 
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 ∴ YhP Y¬ûN Utßm NUfºo Ti×L°]ôp. ÁRØs[ 

JÚT¥jRô] LôW¦ JÚ NUfºo LôW¦VôL k(a + b + c)  GàUôß 

CÚdL úYiÓm, CeÏ k GuTÕ éf£VUt\ Uô±−VôÏm,  

 CqYô\ôL 







1    a    a3

1    b    b3

1    c    c3
 = (a − b) (b − c) (c − a) k(a + b + c)  

 k«u U§lûTl ùT\. CÚ×\Øm éf£VUôLôRT¥ a, b, cdÏj 

RÏkR U§l×Ls ùLôÓdLÜm, a = 0, b = 1, c = 2 G]d ùLôsL, 

 ∴ 






1    0    0
1    1    1
1    2    8

 = k(3) (− 1) (− 1) (2)  ⇒  k = 1 

 ∴ ∆ = (a − b) (b − c) (c − a) (a + b + c) 

Ï±l× : a, b, cp AûUkR YhP Y¬ûN Utßm NUfºo TpÛßl×d 

úLôûYLû[d LôW¦lTÓjÕmúTôÕ ÁRØs[ NUfºo LôW¦ûVl 

Tt±V Ød¡Vd Ï±l× 

 m GuTÕ LôW¦L°u (©W§«ÓYRôp ùT\lThP) ùTÚdL−u 

T¥-dÏm. ØRuûU êûX®hP Eßl×L°u ùTÚdL−u T¥-dÏm 

Es[ ®j§VôNm GuL, 

 (1) mCu U§l× éf£Vm G²p Utù\ôÚ NUfºo LôW¦ JÚ 

Uô±−VôÏm, (k) 

 (2) mCu U§l× Juß G²p Utù\ôÚ JÚT¥jRô] NUfºo 

LôW¦ k(a + b + c) BÏm, 

 (3) mCu U§l× CWiÓ G²p Utù\ôÚ CÚT¥jRô] NUfºo 

LôW¦  k(a2 + b2 + c2)+l (ab+bc+ca)  BÏm, 

G,Lô, 1.21:   

  







1   a2   a3

1   b2    b3

1    c2   c3

 = (a − b) (b −c) (c−a) (ab + bc + ca)  G]d LôW¦ 

Øû\«p ¨ßÜL, 

¾oÜ :  ∆ =  







1  a2  a3

1  b2  b3

1  c2  c3

 GuL, a= b G]l ©W§«P   
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  ∆ = 







1   b2    b3

1   b2    b3

1   c2    c3

 = 0      [Q R1, R2 NoY NUm] 

 ∴ (a − b) GuTÕ ∆Cu LôW¦, 

 NUfºo RuûUVôp b = c, c = a G]l ©W§«P ∆ = 0 G] Sôm 

G°§p LôQXôm, G]úY. (b − c), (c − a) GuTÕ ∆Cu LôW¦L[ôÏm, 

 C§−ÚkÕ (a − b) (b − c) (c − a) GuTÕ ∆Cu JÚ LôW¦VôÏm, 

ClùTÚdL−u T¥ 3 BÏm, ØRuûU êûX®hP Eßl×L°u 

ùTÚdLp b2c3
Cu T¥ 5 BÏm, 

 ∴ ∆Cu Utù\ôÚ LôW¦ k(a2 + b2 + c2) + l(ab + bc + ca)  BÏm, 

 ∴






1   a2   a3

1   b2   b3

1   c2   c3

= [ ]k(a2 + b2 + c2) + l(ab + bc + ca)  (a − b) (b − c) (c − a) 

 k, lCu U§l×Lû[l ùT\ CÚ×\Øm éf£VUôLôRT¥ a, b, cdÏ 

RÏkR U§l×Lû[d ùLôÓdLÜm, 

  a = 0,  b = 1, c = 2 G]d ùLôsL, 

 






1    0    0
1    1    1
1    4    8

 = [ ]k (5) + l(2)   (− 1) (− 1) (2) 

 ⇒ 4 = (5k + 2l) 2    ⇒    5k + 2l = 2 … (1) 

 úUÛm a = 0, b = − 1, c = 1 G]d ùLôsL, 

 








1    0     0

1    1    − 1
1    1     1

 = [ ]k(2) + l(− 1)   (+ 1) (− 2) (1) 

 ⇒ 2 = (2k − l) (− 2)  ⇒  2k − l =  − 1 … (2) 
 (1), (2) I ¾odL. k = 0, l = 1G]l ùTß¡ú\ôm, 

 ∴ ∆ =  (ab + bc + ca) (a − b) (b − c) (c − a) 

  = (a − b) (b − c) (c − a) (ab + bc + ca) 

G,Lô, 1.22: 







(b + c)2     a2     a2

b2     (c + a)2     b2

c2     c2     (a + b)2

 = 2abc (a + b + c)3
 G] ¨ßÜL, 
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¾oÜ : 

 ∆ = 







(b + c)2     a2     a2

b2     (c + a)2     b2

c2     c2     (a + b)2

    GuL,  

 a = 0 G]l ©W§«P 

 ∆ = 







(b + c)2     0     0

b2     c2    b2

c2     c2    b2

 = 0  [Q C2 , C3 ®¡R NUm]    

 ∴ (a − 0) = a  GuTÕ ∆Cu JÚ LôW¦, CúR úTôuß b = 0, c = 0 

G]l ©W§«P ∆Cu U§l× éf£VUôÏm, 

 ∴ a, b, c GuT] ∆Cu LôW¦L[ôÏm, 

  a + b + c = 0 G]l ©W§«P  

 ∆ = 







(− a)2     a2     a2

b2     (− b)2     b2

c2     c2     (− c)2

 = 0 G]l ùTßúYôm, 

 CeÏ êuß ¨WpLÞm NoYNUm, G]úY (a + b + c)2 GuTÕ ∆Cu 

JÚ LôW¦VôÏm, 

 ∴ abc (a + b + c)2 GuTÕ ∆Cu LôW¦VôÏm, CRu T¥ 5 BÏm, 

ØRuûU êûX®hP Eßl×L°u ùTÚdLp (b+c)2 (c+a)2 (a+b)2
Cu 

T¥ 6 BÏm, 

 ∴ ∆Cu Utù\ôÚ LôW¦ k(a + b + c)  G] CÚdL úYiÓm, 

 ∴  







(b + c)2     a2     a2

b2     (c + a)2     b2

c2     c2     (a + b)2

 = k abc (a + b + c)3 

 a = 1,  b = 1, c = 1 G]d ùLôsL, 

 ∴ 






4    1    1
1    4    1
1    1    4

 = k(1) (1) (1) (3)3  ⇒  54  =  27k  ⇒  k = 2 

 ∴  ∆ = 2abc (a + b + c)3 

G,Lô, 1.23: 






x    a    a
a    x    a
a    a    x

 = (x − a)2 (x + 2a)  G]dLôhÓL 
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¾oÜ : 

 ∆ = 






x    a    a
a    x    a
a    a    x

   GuL,  

 x = a G]l ©W§«ÓL,  

 ∴  ∆ = 






a    a    a
a    a    a
a    a    a

 = 0           

 CeÏ êuß ¨WpLÞm NoYNUm, G]úY (x − a)2 B]Õ ∆Cu JÚ 

LôW¦VôÏm, 

 x = − 2a G]l ©W§«ÓL 

 ∆ = 








− 2a     a     a

a     − 2a     a

a     a     − 2a
 = 









0     a     a

0    − 2a     a

0     a     − 2a
 = 0    [C1 → C1 + C2 + C3] 

 (x + 2a)  B]Õ ∆Cu JÚ LôW¦VôÏm, 

 ∴ (x − a)2 (x + 2a) B]Õ ∆Cu JÚ LôW¦VôÏm, CRu T¥ 3 

BÏm, ØRuûU êûX®hP Eßl×L°u ùTÚdL−u T¥ 3 BÏm, 

G]úY. Cuù]ôÚ LôW¦ Uô±− k BÏm, 

 ∴  






x    a    a
a    x    a
a    a    x

 = k(x − a)2 (x + 2a). 

 x3 Eßl×Lû[ CÚ×\Øm NUlTÓjR. 1 = k 

  ∴  






x    a    a
a    x    a
a    a    x

 = (x − a)2 (x + 2a) 

G,Lô, 1.24: LôW¦ Øû\ûVl TVuTÓj§ 

  







x+1     3     5
2     x+2     5
2     3     x+4

 = (x−1)2 (x + 9)  G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : ∆ =  






x + 1     3     5
2     x + 2     5
2     3     x + 4

 GuL, 

 x = 1 G]l ©W§«P.   ∆ = 






2    3    5
2    3    5
2    3    5

 = 0 



 37

 CeÏ êuß ¨ûWLÞm NoYNUm, G]úY  (x − 1)2 B]Õ ∆Cu 

LôW¦VôÏm, 

∆Cp x = −9 G]l ©W§«P.  

 ∆ = 








− 8   3   5

2   −7   5

2   3   −5
=









0   3   5

0  −7   5

0   3   −5
    [Q C1→C1 +C2+C3] 

                                = 0 

 ∴ (x + 9) B]Õ ∆Cu LôW¦, 

 (x − 1)2 (x + 9) B]Õ ∆Cu LôW¦, CRu T¥ 3BÏm, ØRuûU 

êûX®hP Eßl×L°u ùTÚdLp (x + 1) (x + 2) (x + 4), CRu T¥ 3 

BÏm. 

 ∴ ÁRØs[ Utù\ôÚ LôW¦. Uô±− “k” BL CÚdL úYiÓm, 

 ∴  






x + 1     3     5
2     x + 2     5
2     3     x + 4

 = k(x − 1)2 (x + 9).  

 x3
 Eßl×Lû[ CÚ×\Øm NUlTÓjR k = 1 G]l ùTß¡ú\ôm,  

 ∴ ∆ = (x − 1)2 (x + 9) 

T«t£ 1.3 

 (1) LôW¦ Øû\ûVl TVuTÓj§ 







1    a    a2

1    b    b2

1    c    c2

 = (a − b) (b − c) (c − a) 

G]d LôhÓL, 

 (2) 








b + c    a − c    a − b

b − c    c + a    b − a

c − b    c − a    a + b
 = 8abc G]d LôW¦ Øû\«p ¨ì©dL, 

 (3) LôW¦ Øû\ûVl TVuTÓj§ 







x + a     b     c
a     x + b     c
a     b     x + c

 = 0 ¾odL, 

 (4) LôW¦lTÓjÕL ∆ = 








a     b     c

a2    b2    c2

bc    ca    ab
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 (5) LôW¦ Øû\ûVl TVuTÓj§ 

   







b + c    a    a2

c + a    b    b2

a + b    c    c2

 = (a + b + c) (a − b) (b − c) (c − a)  G]d LôhÓL, 

1.2.5 A¦dúLôûYL°u ùTÚdLp : 
 A¦dúLôûYL°u ùTÚdLp Øû\ A¦L°u ùTÚdLp 

Øû\ûVl úTôu\úRVôÏm, 

 CÚ A¦L°u ùTÚdL−p ¨ûW-¨Wp ùTÚdLp ®§ UhÓúU 

©uTt\lTÓ¡\Õ, A¦dúLôûY«u ¨ûWLû[ ¨WpL[ôLÜm 

¨WpLû[ ¨ûWL[ôLÜm CPUôt\m ùNnYRôp ARu U§l× Uô\ôÕ 

G]l TôojúRôm, G]úY. CÚ A¦dúLôûYL°u ùTÚdL−p. 

©uYÚm Øû\LÞm TVuTÓjRlTÓ¡\Õ, 

 (1) ¨ûW-¨ûW ùTÚdLp ®§ 

 (2) ¨Wp-¨Wp ùTÚdLp ®§ 

 (3) ¨Wp-¨ûW ùTÚdLp ®§ 

Ï±l× : JúW Y¬ûN EûPV CÚ NÕW A¦L°u R²jR²Vô] 

A¦dúLôûY U§l×L°u ùTÚdLtTX]ô]Õ Aq®Ú 

A¦Lû[Ùm ùTÚd¡YÚm A¦«u A¦dúLôûY«u U§l×dÏf 

NUm, 

 (A,Õ,) A, B GuT] JúW Y¬ûN EûPV CÚ NRW A¦Ls GuL,  

 | AB | = | A |    | B | GuTÕ ùR°Ü, 

 Cdátß ©uYÚm GÓjÕdLôh¥p N¬TôodLlTÓ¡\Õ, 

G,Lô, 1.25:  If A = 



cosθ    − sinθ

sinθ     cosθ
, B = 



cosθ     sinθ

− sinθ    cosθ
 GuT] CÚ NÕW 

A¦Ls G²p  | AB |  =  | A |   | B | G]d LôhÓL, 

¾oÜ : 

     A = 



cosθ    − sinθ

sinθ     cosθ
 ,  B = 



cosθ     sinθ

− sinθ    cosθ
  

   AB =  



cosθ    − sinθ

sinθ     cosθ
  



cosθ     sinθ

− sinθ    cosθ
 

    = 






cos2θ + sin2θ     cosθ sinθ − sinθ cosθ

sinθ cosθ − cosθ sinθ     cos2θ + sin2θ
  =  



1    0

0    1  
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   | AB | = 



1    0

0    1  = 1 … (1) 

   | A | = 



cosθ    − sinθ

sinθ     cosθ
  =  cos2θ + sin2θ = 1 

   | B | = 



cosθ     sinθ

− sinθ    cosθ
 = cos2θ + sin2θ = 1 

  | A |    | B | = 1 × 1 = 1 … (2) 

  (1), (2) Cp CÚkÕ  | AB |  =  | A |    | B | 

G,Lô, 1.26:  






o   c   b
c   o   a
b   a   o

2

 = 







b2 + c2     ab     ac

ab     c2 + a2     bc

ac     bc     a2 + b2

G]d LôhÓL 

¾oÜ :   L.H.S. = 






o   c   b
c   o   a
b   a   o

2

 = 






o   c   b
c   o   a
b   a   o

  






o   c   b
c   o   a
b   a   o

 

    = 







o + c2 + b2     o + o + ab     o + ac + o

o + o + ab     c2 + o + a2     bc + o + o

o + ac + o     bc + o + o     b2 + a2 + 0

 

    = 







c2 + b2     ab     ac

ab     c2 + a2     bc

ac     bc     b2 + a2

  = R.H.S. 

G,Lô, 1.27:  



a1    b1

a2    b2

2 

=  






a1

2 + a2
2     a1b1 + a2b2

a1b1 + a2b2     b1
2 + b2

2  G] ¨ßÜL 

¾oÜ : L.H.S. = 



a1    b1

a2    b2

2

= 



a1    b1

a2    b2
  



a1    b1

a2    b2
 

  = 



a1    a2

b1    b2
 



a1    b1

a2    b2
    

ØRp A¦dúLôûY«u

 ¨ûW ¨WpLû[ T¬UôtßL)  

  = 






a1

2 + a2
2     a1b1 + a2b2

a1b1 + a2b2     b1
2 + b2

2  = R.H.S 
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G,Lô, 1.28: 







2bc − a2     c2     b2

c2     2ca − b2     a2

b2     a2     2ab − c2

 = 






a    b    c
b    c    a
c    a    b

2

 G]d LôhÓL 

¾oÜ : 

 R.H.S. = 






a    b    c
b    c    a
c    a    b

2 

= 






a    b    c
b    c    a
c    a    b

  






a    b    c
b    c    a
c    a    b

 

  = 






a    b    c
b    c    a
c    a    b

 × (− 1) 






a    b    c
c    a    b
b    c    a

; R2 ↔ R3 

  = 






a    b    c
b    c    a
c    a    b

  








− a    − b    − c

c     a     b
b     c     a

 

  = 







− a2+bc + cb     − ab + ab + c2    − ac + b2 + ac

− ab + c2 + ab    − b2 + ac + ac    − bc + bc + a2

− ac + ac + b2    − bc + a2 + bc    − c2 + ab + ba

 

  = 






2bc − a2     c2     b2

c2     2ac − b2     a2

b2     a2     2ab − c2

 = L.H.S. 

1.2.6 JÚ A¦dúLôûYdÏm ARu CûQdLôW¦dÏm Es[ 

ùRôPo× : 

 ∆ = 








a1    b1    c1

a2    b2    c2

a3    b3    c3

 G]d LÚÕL, 

 a1, b1, c1 …  CYt±u JjR CûQdLôW¦Ls A1, B1, C1 …  GuL,  

 ∴ CûQd LôW¦L°u A¦dúLôûY  








A1    B1    C1

A2    B2    C2

A3    B3    C3

BÏm, 
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 R1 êXm   ∆  ®¬ÜTÓjRlTÓ¡\Õ GuL  

 ∴ ∆ = a1 



b2    c2

b3    c3
 − b1 



a2    c2

a3    c3
 + c1 



a2    b2

a3    b3
 

 ⇒ ∆ = a1 (a1u CûQdLôW¦) + b1 (b1u CûQdLôW¦)  

              + c1 (c1 u CûQdLôW¦) 

 ⇒ ∆ = a1A1 + b1 B1 + c1 C1 

 i.e. Ko A¦dúLôûY«p HúRàm JÚ ¨ûW«u Eßl×Ls Utßm 

AYt±u JjR CûQdLôW¦Ls B¡VYt±u ùTÚdLtTX²u 

áÓRXô]Õ AkR A¦dúLôûY«u U§l©tÏf NUm BÏm, 

 CúR úTôuß ∆ = a2A2 + b2B2 + c2C2        ∆ = a3A3 + b3B3 + c3C3 

 ClúTôÕ. AúR A¦dúLôûY«p ØRXôYÕ ¨ûW Eßl×Ls 

Utßm CWiPôYÕ ¨ûW Eßl×L°u JjR CûQdLôW¦L°u 

ùTÚdLtTXû]d LôiúTôm, (A,Õ,) ©uYÚm úLôûYûVd LÚÕL, 

 a1A2 + b1B2 + c1C2 

    = − a1 



b1    c1

b3    c3
 + b1 



a1    c1

a3    c3
 − c1 



a1    b1

a3    b3
 

    = − a1(b1c3 − b3c1) + b1(a1c3 − a3c1) − c1(a1b3 − a3b1) 

    = 0 

 ∴ a1A2 + b1B2 + c1C2 = 0 

 CqYô\ôL. Sôm ùTßYÕ 

   a1A3 + b1B3 + c1C3 = 0  ;  a2A1 + b2B1 + c2C1 = 0 ; a2A3 + b2B3 + c2C3 = 0 

 a3A1 + b3B1 + c3C1 = 0 ; a3A2 + b3B2 + c3C2 = 0 

 i.e. A¦dúLôûY«p HúRàm JÚ ¨ûW Eßl×Ls Utßm 

úYú\úRàm ¨ûW Eßl×L°u JjR CûQdLôW¦Ls CYt±u 

ùTÚdLt TX²u áÓRXô]Õ éf£VUôÏm, 

Ï±l× :  
 ¨ûWLÞdÏl T§XôL. Sôm ¨WpLû[ GÓjÕd ùLôiPôÛm 

CúR Ø¥ÜLû[l ùTßúYôm, 

 ∴ ∆ = a1A1 + a2A2 + a3A3  

      ∆ = b1B1 + b2B2 + b3B3  

      ∆ = c1C1 + c2C2 + c3C3  
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 úUtLiP Ø¥ÜLû[l ©uYÚm AhPYûQL°u êXm LôhP 

CVÛm, 

 ¨ûW Yô«XôL ¨Wp Yô«XôL 

 R1 R2 R3   C1 C2 C3 

r1 ∆ 0 0  c1 ∆ 0 0 

r2 0 ∆ 0  c2 0 ∆ 0 

r3 0 0 ∆  c3 0 0 ∆ 

  CeÏ ri, ci GuT] Øû\úV ùLôÓdLlThP A¦dúLôûY«u 

iYÕ ¨ûW Utßm iYÕ ¨WXôÏm, Ri, Ci GuT] Øû\úV JjR 

CûQdLôW¦ A¦dúLôûY«u iYÕ ¨ûW Utßm iYÕ  ¨WXôÏm, 

G,Lô, 1.29:  

 A1, B1, C1 GuTûY a1, b1, c1-Cu CûQdLôW¦L[ôL 

CÚl©u









A1    B1    C1

A2    B2    C2

A3    B3    C3

 = ∆2
 G] ¨ì© 

¾oÜ : 

 








a1    b1    c1

a2    b2    c2

a3    b3    c3

  








A1    B1    C1

A2    B2    C2

A3    B3    C3

 

  = 








a1A1 + b1B1 + c1C1 a1A2 + b1B2 + c1C2  a1A3 + b1B3 + c1C3

a2A1 + b2B1 + c2C1    a2A2 + b2B2 + c1C2    a2A3 + b2B3 + c2C3

a3A1 + b3B1 + c3C1    a3A2 + b3B2 + c3C2    a3A3 + b3B3 + c3C3

 

  = 








∆    0     0

0    ∆    0

0     0    ∆
 = ∆3 

 i.e.  ∆ ×  








A1    B1    C1

A2    B2    C2

A3    B3    C3

 = ∆3      ⇒  








A1    B1    C1

A2    B2    C2

A3    B3    C3

 = ∆2 
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T«t£ 1.4 

 (1) 






1    a    a
a    1    a
a    a    1

2

 = 







1 − 2a2     − a2     − a2

− a2     − 1     a2 − 2a

 − a2     a2 − 2a     − 1

 G] ¨ì©, 

 (2) 







1   x   x2

1   y   y2

1   z   z2

 







a2   1   2a

b2   1   2b

c2   1   2c

 =







(a − x)2   (b − x)2    (c − x)2

(a − y)2   (b − y)2    (c − y)2

(a − z)2   (b − z)2    (c − z)2

  G] ¨ì©, 
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2, ùYdPo CVtL¦Rm 
2.1 A±ØLm 

 AVoXôkÕ L¦R YpÛSo W.R. BªpPu (1805 − 1865)  Utßm 

ù_oUô²V L¦R®VXô[o H.G. ¡WôÑUôu (1809 − 1877) B¡úVô¬u 

A¬V LiÓ©¥l×L°pRôu ØRu ØR−p ùYdPoLs Tt±V LÚjÕ 

T¥YeLs EÚYô«], CYoLs CÚYÚm NUv¡ÚRj§p 

úRof£VûPkR ùUô¯Vô[oLs GuTÕ BfN¬VlTPjRdLRôÏm, 

 AùU¬dL Utßm Ce¡XôkÕ L¦R YpÛSoL[ô] J.B. ¡lv 

(1839 − 1903), Q. ¸VoûNh (1850 − 1925) B¡úVôo ÖiL¦Rj§p 

Lôoh¼£Vu Y¥Y L¦Rj§û] CûQdÏmúTôÕ EÚYô] ×§V 

TôPúU ùYdPo CVtL¦RUôÏm, ùYdPo Gu\ YôojûR Xj¾u 

ùUô¯«p ‘to carry’Gu\ ùUô¯VôdLjÕPu BªpP]ôp 

LiP±VlThPÕ, úUÛm ùYdP¬Vp. ¡WôÑUô²u ¿h£«VûXÙm 

A¥lTûPVôLd ùLôiPÕ, 

 ©tLôXj§p ùYdPoL[ô]Õ Y¥®VûXÙm. CVt©VûXÙm 

ùYÏYôL Bd¡WªjÕ. ªLf£\kR ×§V ùY°lTôÓLs EÚYô«], 

RtúTôÕ ùYdPo CVtL¦RUô]Õ CVk§W®Vp. ùRô¯pÖhT®Vp 

Utßm TVàß L¦Rj§Ûm ùYÏYôLl TVuTÓ¡\Õ,  

 CVt©Vp L¦VeLû[j (Physical quantities) §ûN«−L[ôLÜm 
(scalars) Utßm ùYdPoL[ôLÜm CÚYûLL[ôLl ©¬dLXôm, 

YûWVû\Ls: 
 §ûN«− : GiQ[ûY UhÓm ùLôiÓs[ L¦Vm §ûN«− 

G]lTÓm, CRtÏ ùY°«p (space) GkR®R §ûNÙPàm 

ùRôPo©pûX, 

G,Lô,: TÚUu, L] A[Ü. APoj§. úYûX. ùYlT ¨ûX. çWm. 

TWlT[Ü. ùUnùViLs úTôu\ûY, 

    Sôm §ûN«−ûVd Ï±lTRtÏ ùUnùViLû[l TVuTÓjÕúYôm, 

AÕ. AkRd L¦Vj§u GiQ[ûY £X A¥lTûP AXÏPu 

RÚ¡\Õ, Sôm §ûN«−Lû[ ùUnùViL[ôLd ùLôiÓ. AYt±û] 

a, b, c…Gu\ Ï±ÂÓL[ôp Ï±l©ÓúYôm, 

ùYdPo : §ûNÙm GiQ[Üm ùLôiP L¦Vm ùYdPo G]lTÓm, 
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G,Lô, : CPlùTVof£ (displacement) §ûNúYLm. ØÓdLm. 

§Úl×j§\u, ®ûN. ®ûN«u GûP úTôu\ûY, 

ùYdPoLû[ Ï±dÏm Øû\ : 
 JÚ ùYdPûW úSod úLôhÓj ÕiPôLd Ï±dLXôm, C§p 

úSodúLôhÓj Õi¥u ¿[m ùYdP¬u GiQ[Ü (magnitude) BÏm, 

AkúSodúLôhÓj Õi¥u JÚ Øû]«Ûs[ Am×d Ï±Vô]Õ 

AqùYdP¬u §ûN«û] Ï±dÏm, 

 JÚ ùYdPûW a
→

   = AB
 −→

  Guß 

Ï±l©hPôp A§p úSodúLôhÓj ÕiÓ 

AB-u ¿[Uô]Õ a
→

 u GiQ[ûYÙm  

A «−ÚkÕ BI úSôd¡V §ûNVô]Õ a
→

 u  

 
TPm 2. 1 

§ûNûVÙm ùLôÓdÏm, A Gu\ ×s°Vô]Õ AB
→

  Gu\ ùYdP¬u 

ùRôPdLl ×s°VôLÜm B Gu\ ×s°Vô]Õ Ø¥Ül 

×s°VôLÜm LÚRlTÓm, ùTôÕYôL ùYdPoLû[ a
→

 , b
→

 , c
→

 … 

G]d Ï±l©ÓúYôm, ( a
→

 -I ‘ùYdPo a G]l T¥dLÜm,) 

ùYdP¬u UhÓ ApXÕ GiQ[Ü  (Magnitude of a vector) 

 JÚ ùYdPo a
→

  = AB
→

 -u UhÓ ApXÕ GiQ[Ü GuTÕ JÚ 

ªûL GiQôÏm, CÕ AqùYdP¬u ¿[j§u A[®û]d 

Ï±l©Ó¡\Õ, 

 ARôYÕ | |a
→

  = | |AB
→

  = AB G]d Ï±dLXôm, a
→

 -u 

GiQ[®û] ‘a’ G]Üm GÝRXôm, 

  G]úY | |a
→

  = a  ;   | |b
→

   = b  ;    | |c
→

  = c 

   | |AB
→

  = AB   ;   | |CD
→

  = CD   ;   | |PQ
→

  = PQ 

 LY]m : a
→

 -u Øû]l×s°Ls A, B-I RUdÏs CPUôt\m 

ùNnV CVXôÕ, 

 Ï±l× : JqùYôÚ ùYdPo AB
→

 dÏm êuß Ti×Ls EiÓ, 
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 ¿[m : AB
→

 -u ¿[j§û] | |AB
→

 ApXÕ AB G]d Ï±dLXôm, 

 Rôe¡ : AB-I JÚ TÏ§VôLd ùLôiÓ CÚ×\Øm YWm©u± 

¿hPlThP úSodúLôhûP. AB
→

 -u Rôe¡ GuTo, 

 §ûN : AB
→

 -u §ûNVô]Õ A«−ÚkÕ B-I úSôd¡VÕ, úUÛm 

BA
→

 -u §ûNVô]Õ B«−ÚkÕ A-I úSôd¡VÕ, JÚ 

§ûN«hP úSodúLôhÓj Õi¥u §ûNVô]Õ 

ùRôPdLl×s°«−ÚkÕ Ø¥Ül ×s°ûV 

úSôd¡VRôÏm, 

NUùYdPoLs: 

 a
→

  Utßm b
→

 Gu\ CÚ ùYdPoLs (i) NU ¿[m (GiQ[Ü) 

Utßm (ii) JúW §ûN«Ûm CÚkRôp AYtû\f NU ùYdPoLs  

G]Xôm, CRû] a
→

  = b
→

 G]d Ï±l©PXôm, 
 TPm (2.2)-−ÚkÕ  AB || CD, AB = CD 

 úUÛm AB
→

 , CD
→

   JúW §ûN«û]Ùm 

ùTt±ÚlTRôp AB
→

  = CD
→

  ApXÕ a
→

 = b
→

   
TPm. 2. 2 

2.2 ùYdPo YûLLs 
éf£V ùYdPo (Zero or Null Vector) : 
 JÚ ùYdP¬u ùRôPdLl×s° Utßm Ø¥Ül ×s° 

Juú\ôùPôuß Ju±®¥u. AqùYdPûWl éf£V ùYdPo 

G]Xôm, CRû] O
→

 G]d Ï±l©PXôm, 
 éf£V ùYdPo ApXôR Ut\ ùYdPoLs RÏ ùYdPoLs (proper 
vectors) G]lTÓm, 

KWXÏ ùYdPo ApXÕ AXÏ ùYdPo (Unit vector) : 
 JÚ ùYdP¬u GiQ[Ü 1 G²p ARû] KWXÏ ùYdPo GuTo, 

a
→

 -u §ûN«p AûUkR KWXÏ ùYdPûW â  G]d Ï±l©ÓYo,  

ARôYÕ | |â   = 1, a
→

 dÏ CûQVôL Es[ AXÏ ùYdPoLs ± â  BÏm,
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Ø¥Ü :  a
→

  = | a
→

 | â    

     ùYdPo = (ARu UhÓ) × (ARu §ûN«p AûUkR KWXÏ ùYdPo) 

  ⇒ â  = 
a
→

| |a
→

   ;  ( )a
→

 ≠ O
→

 

ùTôÕYôLd 

ùLôÓdLlThP JÚ ùYdP¬u §ûN«p KWXÏ ùYdPûWd LôQ. 

AqùYdPûW ARu GiQ[Yôp YÏdL úYiÓm, 

JúW §ûN Utßm G§oj§ûN ùYdPoLs (Like and unlike vectors) : 

 JúW §ûNVXûUkR ùYdPoLû[ JúW §ûN ùYdPoLs Gußm. 

JußdùLôuß G§oj§ûN«XûUkR ùYdPoLû[ G§oj§ûN 

ùYdPoLs Gußm áßYo, 

 
JúW §ûN ùYdPoLs 

 
G§oj§ûN ùYdPoLs 

TPm. 2. 3 

JúW ùRôPdLl×s° ùYdPoLs (Co-initial vectors) : 

 JúW ùRôPdLl×s°ûVl ùTt\ ùYdPoLû[ JúW 

ùRôPdLl×s° ùYdPoLs GuTo, 

JúW Ø¥Ül×s° ùYdPoLs (Co-terminus vectors) : 

 JúW Ø¥Ül×s°ûVl ùTt\ ùYdPoLû[ JúW Ø¥Ül×s° 

ùYdPoLs GuTo, 

úSodúLôhPûU ApXÕ CûQ ùYdPoLs (Collinear or Parallel 
vectors) : 

 ùYdPoL°u CVdLm JúW úSodúLôh¥úXô ApXÕ 

CûQVôLúYô CÚl©u. AYtû\ úSodúLôhPûU ApXÕ CûQ 

ùYdPoLs GuTo, 

JúW R[ AûU ùYdPoLs (Coplanar vectors) : 

 JúW R[j§u ÁÕ AûUkR ApXÕ AkRj R[j§tÏ CûQVôL 

AûUkR ùYdPoLs JúW R[ AûU ùYdPoLs G]lTÓm, 
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G§oUû\ ùYdPoLs (Negative vectors) : 

 a
→

  Gu\ ùYLP¬u GiQ[Üm ARtÏ G§oj§ûN«p 

CVdLj§û]Ùm EûPV ùYdPûW a
→

 -u G§oUû\ ùYdPo GuTo, 

CRû] − a
→

  G]d Ï±l©ÓYo, G]úY. AB
→

  = a
→

  G²p ARu 

G§oUû\ BA
→

  = − a
→

 BÏm, 

ùYdP¬u RûX¸r ùYdPo (Reciprocal of a vector) : 

 a
→

  Gu\ éf£VUt\ ùYdPûW GÓjÕd ùLôsúYôm, a
→

 u 

§ûN«p AûUkRÕm ARu GiQ[®u RûX¸r U§lûT. Ru 

GiQ[YôLÜm ùLôiP ùYdPo. a
→

-u RûX¸r ùYdPo G]lTÓm, 

CRû] ( )a
→ − 1

G]d Ï±l©ÓúYôm, CeÏ 



( )a

→  − 1
= 

1
a BÏm, 

Lh¥Xô ùYdPo Utßm Aß§«hP ùYdPo (Free and localised vector) : 
 GkRùYôÚl ×s°ûVÙm ùYdP¬u B§l×s°VôLj 

úRokùRÓdL Ø¥ÙUô]ôp ARû]d Lh¥Xô ùYdPo GuTo, B]ôp 

JÚ Ï±l©hP ×s°ûV UhÓúU, B§l×s°VôLj úRokùRÓdL 

Ø¥ÙUô]ôp ARû] Aß§«hP ùYdPo GuTo, 

2.3 ùYdPoL°u ÁRô] ùNVpØû\Ls  

    (Operations on vectors) : 

2.3.1 ùYdPoL°u áhPp (Addition of vectors) : 

OA
→

  = a
→

 , AB
→

  = b
→

  GuL,  O-I B-ÙPu 

CûQlTRôp ¡ûPdÏm ùYdPo OB
→

 -I  

a
→

 , b
→

 dL°u áÓRp G] YûWVßlTo, CRû] 

OA
→

 + AB
→

  = OB
→

  G] GÝRXôm, 

 G]úY OB
→

   =  OA
→

 + AB
→

  = a
→

  + b
→

  

 
TPm. 2. 4 

 CÕúY ùYdPo áhP−u ØdúLôQ ®§VôÏm, Cq®§«−ÚkÕ 

Sôm A±YÕ VôùR²p. HúRàm CÚ ùYdPoLû[ AYt±u 

GiQ[YôÛm §ûNVôÛm JÚ ØdúLôQj§u Y¬ûNVôL 

GÓdLlThP CWiÓ TdLeL°u êXUôL Ï±l©hPôp. AYt±u 

áÓRûX AmØdúLôQj§u G§oY¬ûN«p GÓdLlThP êu\ôYÕ 

TdLj§]ôp Ï±lTo GuTRôÏm, 
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 ∆ABC-p ùYdPo áhP−u ØdúLôQ 

®§«û]l TVuTÓj§]ôp.  

  BC
→

  + CA
→

  = BA
→

  

 ⇒ BC
→

  + CA
→

  = − AB
→

  

 ⇒ AB
→

  + BC
→

  + CA
→

  = 0
→

  
 

TPm. 2. 5 
 G]úY JÚ ØdúLôQj§u Y¬ûNd¡WUUôL GÓdLlThP 

TdLeL[ôp Ï±dLlTÓm êuß ùYdPoL°u áÓRXô]Õ JÚ 

éf£V ùYdPo BÏm, 
ùYdPo áhP−u CûQLW ®§ (Parallelogram law) : 

 a
→

  Utßm b
→

  Gu\ CÚ ùYdPoLs 

GiQ[YôÛm §ûNVôÛm JÚ 

CûQLWj§u AÓjRÓjR TdLeL[ôp 

Ï±dLlTÓùU²p AYt±u áÓRp 

ùYdPo c
→

  B]Õ AkR CûQLWj§u 

êûX®hPjRôp Ï±dLlTÓm,  
 

TPm 2. 6 

CeÏ a
→

 , b
→

 , c
→

 -B]ûY JúW ùRôPdLl×s°ÙûPVûYVôÏm, 

 CRû] OP
→

 + OQ
→

 =OR
→

  G]d Ï±l©PXôm, 
 G]úY JÚ CûQLWj§u AÓjRÓjR CÚ TdLeLs CÚ 

ùYdPoLû[d Ï±dÏUô«u. AkR CûQLWj§u êûX ®hPUô]Õ 

AqùYdPoL°u áÓRûXd Ï±dÏm, 

 ØdúLôQ ®§«û]l TXØû\ ETúVô¡jÕ GkR 

Gi¦dûL«Ûm Es[ ùYdPoL°u áÓRûXÙm Sôm LôQXôm, 

 TPm (2.7)-p OA
→

  = a
→

 , AB
→

  = b
→

 , BC
→

  = c
→

 , CD
→

 = d
→

 , DE
→

  = e
→

  
GuTûY HúRàm IkÕ ùYdPoLs GuL, 

JqùYôÚ ùYdPÚm ØkûRV ùYdP¬u 

Ø¥Ül×s°«−ÚkÕ YûWVlThÓs[ûRd 

LY]j§p ùLôsL, 

 OA
→

  + AB
→

  + BC
→

  + CD
→

  + DE
→

  = OE
→

  
 G]úY Aû]jÕ ùYdPoL°u 

áÓRXô]Õ ØRp ùYdP¬u ùRôPdLl 

×s°ûVd LûP£ ùYdP¬u Ø¥Ül 

×s°ÙPu CûQdÏm ùYdPWôÏm, CRû]   
TPm 2. 7 

ùYdPo áÓR−u TXúLôQ (Polygon)  ®§ GuTo, 
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Ï±l× : a
→

  +  b
→

 u GiQ[Yô]Õ a
→

 Utßm b
→

 -u GiQ[ÜL°u 

áÓRÛdÏf NUUôL CÚdL úYi¥V§pûX GuTûRd LY]j§p 

ùLôsL, 

2.3.2 ùYdPoL°u L¯jRp (Subtraction of vectors) : 

 a
→

  , b
→

  Gu\ CÚ ùYdPoL°u L¯jRûX a
→

  Utßm − b
→

 -u 

áÓRXôL YûWVßdLXôm, CRû] a
→

  − b
→

  G]d Ï±l©ÓYo, 

 a
→

  − b
→

  = a
→

  + ( )− b
→

 

 OA
→

  = a
→

  Utßm AB
→

 = b
→

  GuL, 

 OB
→

  = OA
→

  + AB
→

  = a
→

  + b
→

  BÏm, 

 BAI B′ YûW AB = AB′GàUôß ¿hÓL, 

 ∴  AB′
→

  = − AB
→

  = − b
→

  
ClúTôÕ áhPÛdÏ¬V ØdúLôQ 

®§«−ÚkÕ 

 
TPm. 2. 8 

 OB′
→

  = OA
→

  + AB′
→

  = a
→

  + ( )− b
→

 = a
→

  − b
→

  

ùYdPo áhP−u Ti×Ls : 
úRt\m 2.1: 
 ùYdPo áhPp T¬Uôtß ®§ûV ¨û\Ü ùNnÙm,  

 ARôYÕ a
→

  Utßm b
→

  GuTûY HúRàm CÚ ùYdPoLs G²p 

a
→

 + b
→

 = b
→

 + a
→

  BÏm, 

¨ìTQm  

    OA
→

  = a
→

  ,   AB
→

  = b
→

  GuL 

 ∆OAB«−ÚkÕ  OA
→

  + AB
→

  = OB
→

    

 ⇒ a
→

  + b
→

  = OB
→

  … (1) 
 OABC Gu\ CûQLWjûR AûUdL 

  CB
→

   = OA
→

  = a
→

  ;   OC
→

  = AB
→

  = b
→

     

 
TPm 2. 9 

 ∆OCB«−ÚkÕ OC
→

  + CB
→

   = OB
→
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 (A,Õ,) b
→

  + a
→

  = OB
→

     … (2) 

 (1), (2) L°−ÚkÕ  a
→

  + b
→

  = b
→

  + a
→

  

 G]úY ùYdPo áhPp. T¬Uôtß ®§ûV ¨û\Ü ùNn¡\Õ, 

úRt\m 2.2: 

 ùYdPo áhPp úNol× ®§ûV ¨û\Ü ùNnÙm 

(A,Õ,)  a
→

 , b
→

 , c
→

 Gu\ HúRàm êuß 

ùYdPoLÞdÏ  

 ( )a
→

 + b
→

 + c
→

  = a
→

  + ( )b
→

 + c
→

  BÏm. 

¨ìTQm : 

     OA
→

  = a
→

  ;    AB
→

  = b
→

   ;   BC
→

  = c
→

  GuL 

 O-I. B-ÙPàm  ;  O-I C-ÙPàm   ;  
A-I C-ÙPàm CûQdL 

 
TPm 2. 10 

 ∆OAB«−ÚkÕ OA
→

  + AB
→

  = OB
→

  

  ⇒ a
→

  + b
→

  = OB
→

  … (1) 

 ∆OBC«−ÚkÕ OB
→

  + BC
→

  = OC
→

  

  ⇒ ( )a
→

 + b
→

 + c
→

  = OC
→

  … (2)  

 ∆ABC«−ÚkÕ AB
→

  + BC
→

  = AC
→

  

  ⇒ b
→

  + c
→

  = AC
→

  … (3) 

 ∆OAC«−ÚkÕ OA
→

  + AC
→

  = OC
→

  

  ⇒ a
→

  + ( )b
→

 + c
→

 = OC
→

  … (4) 

 (2), (4)-−ÚkÕ  ( )a
→

 + b
→

 + c
→

  = a
→

  + ( )b
→

 + c
→

 

 ∴ ùYdPo áhPp úNol× ®§«û] ¨û\Ü ùNn¡\Õ, 
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úRt\m 2.3: (áhPp NU²l Ti×) 

 JqùYôÚ ùYdPo a
→

 -dÏm. a
→

  + O
→

  = O
→

 + a
→

 = a
→

  GuTÕ 

EiûU BÏm, CeÏ O
→

  GuTÕ éf£V ùYdPo BÏm,  

¨ìTQm : 

 OA
→

  = a
→

  GuL 

   a
→

  + O
→

  = OA
→

  + AA
→

   =  OA
→

  = a
→

  

   ∴ a
→

  + O
→

  = a
→

  

  úUÛm O
→

  + a
→

  = OO
→

  + OA
→

  = OA
→

  = a
→

  

   ∴  O
→

  + a
→

  = a
→

  

   ∴ a
→

  + O
→

  = O
→

  + a
→

  = a
→

  

úRt\m 2.4: (áhPp G§oUû\ ApXÕ úSoUô±l Ti×) 

 JqùYôÚ ùYdPo a
→

dÏm, a
→

 +( )− a
→

 = O
→

  = ( )− a
→

+ a
→

 GuTÕ 

EiûUVôL CÚdÏUôß  − a
→

  Gu\ ùYdPo LôQ CVÛm 

¨ìTQm : OA
→

  = a
→

  GuL,  G]úY  AO
→

  = − a
→

  

   ∴ a
→

  + ( )− a
→

  = OA
→

  + AO
→

  = OO
→

  = O
→

   

   ( )− a
→

  + a
→

  = AO
→

  + OA
→

  = AA
→

  = O
→

   

 G]úY a
→

  + ( )− a
→

  = ( )− a
→

  + a
→

  = O
→

  

2.3.3 ùYdP¬u §ûN«−l ùTÚdLp 

 m GuTÕ JÚ §ûN«− GuL, a
→

GuTÕ HúRàm JÚ ùYdPo 

G²p m a
→

 GuTÕÜm JÚ ùYdPo BÏm, CRu Rôe¡Ùm a
→

-u 

Rôe¡Ùm JúW úSodúLôPôÏm, CRu GiQ[Ü a
→

-u GiQ[ûY 
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úTôp | m | UPeÏ ùLôiPRôÏm, CRu §ûNVô]Õ m-u RuûUûVl 

ùTôßjRÕ, m JÚ ªûL GiQôL CÚl©u m a
→

-u §ûN. a
→

-«u 

§ûNVôÏm, m JÚ Ïû\ GiQôL CÚl©u m a
→

-u §ûN a
→

-u 

§ûNdÏ G§oj§ûN BÏm, 

Ø¥Ü : a→ Utßm b
→

 Gu\ CÚ ùYdPoLs JúW úLôhPûU ApXÕ 

CûQ ùYdPoL[ôL CÚdLj úRûYVô] Utßm úTôÕUô] 

¨TkRû] a→ = m b
→

 BÏm, CeÏ m GuTÕ éf£VUt\ §ûN«−VôÏm. 

 GkRùYôÚ ùYdPo a
→

 dÏm ©uYÚY]Ytû\ YûWVßdLXôm, 

  (1) a
→

  = a
→

        ;          (− 1) a
→

  = − a
→

          ;          0 a
→

  = O
→

  

Ï±l× : a
→

 GuTÕ JÚ ùYdPo G²p 5 a
→

 -m JÚ ùYdPo BÏm, 

CRu GiQ[Ü. a
→

 -u GiQ[ûYl úTôp 5 UPeLôÏm, úUÛm 

ARu §ûN a
→

 -u §ûN«úXúV CÚdÏm, B]ôp − 5 a
→

 u GiQ[Ü 

a
→

  ùYdP¬u GiQ[ûYl úTôp 5 UPeLôL CÚkÕ. §ûNVô]Õ 

a
→

 -u G§oj §ûN«Ûm AûUÙm, 
ùYdPoL°u §ûN«−. ùTÚdLt Ti×Ls 

 ¸úZ ùLôÓdLlThÓs[ûY ùYdPoL°u §ûN«− ùTÚdLt 

Ti×Ls BÏm, 

 a
→

 , b
→

  GuTûY ùYdPoL[ôLÜm. m, n GuTûY 

§ûN«−L[ôLÜm CÚl©u 

 (i) m( )− a
→

  = (− m) a
→

  = − ( )m a
→

         (ii)  (− m) ( )− a
→

  = m a
→

  

 (iii) m( )n a
→

   = (mn) a
→

  = n( )m a
→

   (iv) (m + n) a
→

  = m a
→

  + n a
→

  

úRt\m 2.5 (¨ìTQªu±) : 

 a
→

 , b
→

 GuTûY HúRàm CÚ ùYdPoLs GuL, m GuTÕ 

HúRàm JÚ §ûN«−Vô«u  m( )a
→

 + b
→

 = m a
→

  + m b
→

 . 

Ø¥Ü : úRt\m 2.5−ÚkÕ  m( )a
→

 − b
→

 = m a
→

  − m b
→
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2.4 ¨ûX ùYdPo (Position vector) : 
 êY[ûY ùY°«p (ApXÕ 

R[j§p) JÚ ¨ûXl×s° O-I B§VôLd 

ùLôsL, P GuTÕ HúRàm JÚ ×s° 

G²p OP
→

  GuTÕ O-I ùTôßjÕ P-u 

¨ûX ùYdPo (¨,ùY,) G]lTÓm,  

 TPj§−ÚkÕ OP
→

  = r
→
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 CûRl úTôX OA
→

  GuTÕ OI ùTôßjÕ A Gu\ ×s°«u 

¨ûXùYdPo BÏm, úUÛm OB
→

  GuTÕ  O-I ùTôßjÕ B-Gu\ 

×s°«u ¨ûXùYdPo BÏm, 

úRt\m 2.6: OA
→

  Utßm OB
→

   GuTûY Øû\úV A, B«u ¨ûX 

ùYdPoL[ôL CÚl©u.  AB
→

  = OB
→

  − OA
→

  BÏm, 

¨ìTQm : O GuTÕ B§l×s° GuL, a
→

  Utßm b
→

  GuTûY 

Øû\úV A, B-u ¨ûX ùYdPoLs GuL,  

 OA
→

  = a
→

   ;  OB
→

  = b
→

  BÏm, 

 ∆OAB-p ùYdPo áhPp ØdúLôQ 

®§lT¥ 

 OA
→

  + AB
→

  = OB
→

  

⇒ AB
→

  = OB
→

  − OA
→

  =  b
→

  − a
→

  
 

TPm 2. 12 

 i.e.   AB
→

  = (B-u ¨ûX ùYdPo) − (A-u ¨ûX ùYdPo) 

Ï±l× : AB
→

 -«p B  Gu\ ×s° AqùYdP¬u RûXVôLÜm A Gu\ 

×s° YôXôLÜm AûZdLlTÓm, 

 ∴ AB
→

  = (RûXl×s°«u ¨,ùY,) − (Yôp ×s°«u ¨,ùY,).   

 CúRl úTôuß  BA
→

  = OA
→

  − OB
→
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úRt\m 2.7: [©¬Ü ãj§Wm– Eh×\UôL ©¬jRp] 

 HúRàm CÚ ×s°Ls A, B-u ¨ûX ùYdPoLs Øû\úV a
→

 , b
→

  
GuL, P Gu\ ×s°Vô]Õ AB-I Eh×\UôL m : n Gu\ ®¡Rj§p 

©¬dÏUô«u P-u ¨ûXùYdPo  

 OP
→

  = 
n a
→

 + m b
→

m + n    BÏm 

¨ìTQm : 
 O GuTÕ B§×s° GuL, 

     OA
→

  = a
→

  ;   OB
→

  = b
→

  BÏm,  
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 O Gu\ ×s°ûVl ùTôßjÕ  P-«u ¨ûX ùYdPo r
→

  GuL,    

  i.e. OP
→

  = r
→

  
 P B]Õ ABI m : n Gu\ ®¡Rj§p Eh×\UôLl ©¬d¡\Õ GuL, 

   
AP
PB  = 

m
n     ⇒  n AP = m PB      ⇒ n AP

→
  = m PB

→
  

  ⇒ n ( )OP
→

 − OA
→

  = m ( )OB
→

 − OP
→

     ⇒  n ( )r
→

 − a
→

  = m ( )b
→

 − r
→

 

  ⇒ n r
→

  − n a
→

  = m b
→

  − m r
→

           ⇒  m r
→

  + n r
→

  = m b
→

  + n a
→

  

  ⇒ (m + n) r
→

  = m b
→

  + n a
→

  

               r
→

 = 
m b
→

 + n a
→

m + n   

Ø¥Ü (1): P GuTÕ AB-u SÓl×s° G²p AB-I 1 : 1 Gu\ ®¡Rj§p 

©¬dÏm, 

 ∴ Pu ¨ûX ùYdPo =  
1 . b

→
 + 1. a

→

1 + 1   = 
a
→

 + b
→

2  

 ∴ AB-u SÓl×s° P-u ¨ûXùYdPo=   OP
→

  = r
→

  = 
a
→

 + b
→

2  

Ø¥Ü (2): êuß ×s°Ls JúW úSodúLôh¥p AûUYRtLô] 

¨TkRû], 
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¨ìTQm : A, P Utßm B Gu\ ×s°L°u ¨ûXùYdPo Øû\úV  

a
→

 , r
→

  Utßm b
→

  GuL, A, P Utßm B GuTûY úSodúLôh¥p 

Es[]YôL GÓjÕd ùLôsúYôm, 

  r
→

  = 
m b
→

 + n a
→

m + n  

   (m + n) r
→

  = m b
→

  + n a
→

  

 ⇒  (m + n) r
→

  − m b
→

  − n a
→

  = 0 
 CkR ùYdPo NUuTôh¥p CPl×\Øs[ §ûN«− 

ÏQLeL°u áÓRp (m + n) − m − n = 0 BÏm, CqYô\ôL. ©uYÚm 

Ø¥®û]l ùTß¡ú\ôm, 

 a
→

 , b
→

 , c
→

   B¡VYtû\ ¨ûX ùYdPoL[ôLd ùLôiP A, B, C 
Gu\ ×s°Ls JúW úSodúLôh¥p AûUÙUô«u x, y, z  Gu\ 

§ûN«−Lû[ x a
→

  + y b
→

  + z c
→

  = O
→

  Utßm x + y + z = 0 GàUôß LôQ 

Ø¥Ùm, 
 UßRûXVôL x, y, z Gu\ §ûN«−Ls x + y + z = 0,  

x a
→

  + y b
→

  + z c
→

  = O
→

  Gu\ NUuTôÓLÞdÏ EhTh¥ÚkRôp  

 a
→

 , b
→

  , c
→

  ùYdPoLû[ ¨ûXùYdPoL[ôLd ùLôiP ×s°Ls 

JúW úLôhPûU ×s°L[ôÏm, 
Ø¥Ü 3: [©¬Ü ãj§Wm - ùY°l×\UôL ©¬jRp] 

 A , B Gu\ ×s°L°u ¨ûXùYdPoLs Øû\úV a
→

 , b
→

  GuL, P 
Gu\ ×s° AB-I m : n Gu\ ®¡Rj§p ùY°l×\UôLl ©¬dÏm 

úTôÕ P-u ¨ûX ùYdPo  

 OP
→

  =  
m b
→

 − n a
→

m − n
 BÏm 

¨ìTQm :  O GuTÕ B§l×s° GuL,  

 OA
→

   =   a
→

   ;   OB
→

   =  b
→

  BÏm, 

PB]Õ ABI m : n Gu\ ®¡Rj§p 

ùY°l×\UôLl ©¬d¡\Õ GuL,   
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 O-I ùTôßjÕ  P-u ¨ûX ùYdPo r
→

  GuL, OP
→

  = r
→
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ClúTôÕ 
AP
PB  = 

m
n   ⇒ n AP = m PB 

⇒ n AP
→

  = − m PB
→

  






AP

→
 & PB

→

 G§oj§ûN«p Es[]
  

⇒ n ( )OP
→

 − OA
→

   = − m ( )OB
→

 − OP
→

     ⇒   n( )r
→

 − a
→

 =  m( )r
→

 − b
→

 

⇒ n r
→

  − n a
→

  = m r
→

  − m b
→

  ⇒ m b
→

  − n a
→

  = m r
→

  − n r
→

  

⇒ m b
→

  − n a
→

  = (m − n) r
→

     

r
→

 = 
m b
→

 − n a
→

m − n
 

úRt\m 2.8: JÚ ØdúLôQj§u SÓdúLôÓLs JúW ×s°«p 

Nk§dÏm, 
¨ìTQm : 
 ABC Gu\ ØdúLôQj§p D, E, F GuTûY Øû\úV BC, CA, AB 
Gu\ TdLeL°u SÓl×s°Ls GuL,  

 AD, BE, CF Gu\ SÓdúLôÓLs JúW ×s°«p Nk§dÏm G] ¨ßY 

úYiÓm, 
 O GuTÕ B§l×s° GuL, A, B, C Gu\ ×s°L°u 

¨ûXùYdPoLs Øû\úV a
→

 , b
→

 , c
→

  GuL,  

 ClúTôÕ D, E, F B¡VYt±u ¨,ùY, 

 
b
→

 + c
→

2   , 
c
→

 + a
→

2   , 
a
→

 + b
→

2   BÏm, 

 AD Gu\ SÓdúLôhûP G1 Gu\ ×s°  
2 : 1 Gu\ ®¡Rj§p Eh×\UôLl  

©¬dÏUô«u.  
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∴ G1 u ¨,ùY, = 
2OD
→

 + 1OA
→

2 + 1  

   OG1
→

  = 
2







b
→

 + c
→

2  + 1 a
→

3   =  
a
→

 + b
→

 + c
→

3    (1) 

 BE Gu\ SÓdúLôhûP G2 Gu\ ×s° 2:1 Gu\ ®¡Rj§p 

Eh×\UôLl ©¬dÏUô«u.  
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∴ OG2
→

 u ¨,ùY,, = 
2 OE
→

 + 1 OB
→

2 + 1  

   OG2
→

  = 
2







c
→

 + a
→

2  + 1. b
→

3   =  
a
→

 + b
→

 + c
→

3    (2) 

 CúR úTôuß CF Gu\ SÓdúLôhûP G3 Gu\ ×s° 2 : 1 Gu\ 

®¡Rj§p Eh×\UôLl ©¬dÏUô«u. 

   OG3
→

  = 
a
→

 + b
→

 + c
→

3    (3) 

 (1), (2), (3)L°−ÚkÕ G1, G2, G3 Gu\ ×s°L°u ¨,ùY, VôÜm 

NUm GuTRôp. CûY JúW ×s° GId  Ï±lT]YôÏm, 

 ∴ JÚ ØdúLôQj§u SÓdúLôÓLs JúW ×s°«p Nk§dÏm, 

Ø¥Ü : JÚ ØdúLôQj§u SÓdúLôÓLs Nk§dÏm ×s°ûV 

SÓdúLôhÓf Nk§ GuTo, G Guß CRû]d Ï±lTo, 

 ∆ABC-p G Gu\ SÓdúLôhÓf Nk§«u ¨ûXùYdPo 

 OG
→

  = 
a
→

 + b
→

 + c
→

3   BÏm, CeÏ a
→

 , b
→

 , c
→

  GuTûY A, B, C Gu\ 

×s°L°u ¨ûXùYdPoLs BÏm, O GuTÕ B§l×s°VôÏm, 

G,Lô, 2.1: JÚ ØdúLôQj§u êu\ TdLeLs a
→

 , b
→

 , c
→

  Gu\ 

ùYdPoL[ôp Y¬ûNd¡WUUôLd Ï±dLlThPôp. a
→

  + b
→

  + c
→

  = O
→

  
G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 
 ABC Gu\ ØdúLôQj§p 

 BC
→

  = a
→

 , CA
→

  = b
→

 , AB
→

  = c
→

  GuL, 

 a
→

  + b
→

  + c
→

  = BC
→

  + CA
→

  + AB
→

  

  = BA
→

  + AB
→

   (∴BC
→

  + CA
→

  = BA
→

   

  = BB
→

    = O
→

    

 
TPm 2. 16 
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G,Lô, 2.2: 
 JÚ JÝeÏ AßúLôQj§u CWiÓ AÓjRÓjR TdLeLs  

a
→

  , b
→

  BL CÚkRôp Ut\ TdLeLû[d Ï±dÏm ùYdPoLû[ 

Y¬ûNVôLd LôiL, 

¾oÜ : 
 ABCDEF  Gu\ JÝeÏ 

AßúLôQj§p 

 AB
→

  = a
→

   Utßm BC
→

  = b
→

  GuL 
 AD || BC Utßm AD = 2.BC BRXôp 

 ∴  AD
→

  = 2 BC
→

  = 2 b
→

  

 ∆ABC-p  AB
→

  + BC
→

  = AC
→

  

 ⇒ AC
→

  = a
→

  + b
→

  

 ∆ACD-p,  AD
→

  = AC
→

  + CD
→
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 ∴   CD
→

  = AD
→

  − AC
→

    =  2 b
→

  − ( )a
→

 + b
→

 = b
→

  − a
→

  

  DE
→

  = − AB
→

  = − a
→

  

   EF
→

  = − BC
→

  = − b
→

  

   FA
→

  = − CD
→

  = − ( )b
→

 − a
→

 = a
→

  − b
→

  

G,Lô, 2.3: 

 A, B, C, D B¡VYt±u ¨,ùY, Øû\úV  

 a
→

 , b
→

 , 2 a
→

  + 3 b
→

 , a
→

  − 2 b
→

  G²p DB
→

  Utßm AC
→

 LôiL, 

¾oÜ :  

 OA
→

  = a
→

    ;    OB
→

  = b
→

    ;   OC
→

  = 2 a
→

  + 3 b
→

    ;   OD
→

  = a
→

  − 2 b
→

  

 DB
→

  = OB
→

 − OD
→

  =  b
→

  − ( )a
→

 − 2 b
→

 = b
→

  − a
→

  + 2 b
→

  = 3 b
→

  − a
→

  

 AC
→

  = OC
→

  − OA
→

  

  = ( )2a
→

 + 3b
→

 − a
→

  = a
→

  + 3 b
→
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G,Lô, 2.4: A, B B¡VYt±u ¨,ùY, a
→

  − 2 b
→

  , 2 a
→

  − b
→

  G²p AB-I 

Eh×\UôLÜm. ùY°l×\UôLÜm 3 : 2 Gu\ ®¡Rj§p ©¬dÏm 

×s°L°u ¨,ùY, LôiL, 

¾oÜ : 

 OA
→

  = a
→

  − 2 b
→

   ;  OB
→

  = 2 a
→

  − b
→

  

    P Gu\ ×s° AB-I 3:2 Gu\ ®¡Rj§p Eh×\UôLl ©¬dÏUô«u. 

P-u ¨,ùY, = 
3 OB
→

 + 2OA
→

3 + 2   =  
3( )2 a

→
 − b
→

 + 2( )a
→

 − 2 b
→

5   

  = 
6 a
→

 − 3 b
→

 + 2 a
→

 − 4 b
→

5   =  
8 a
→

 − 7 b
→

5   =  
8
5  a
→

  − 
7
5  b
→

  

QGu\ ×s° AB-I 3:2 Gu\ ®¡Rj§p ùY°l×\UôLl ©¬dÏUô«u. 

Q-u ¨,ùY, = 
3 OB
→

 − 2OA
→

3 − 2
  = 

3( )2 a
→

 − b
→

 − 2( )a
→

 − 2 b
→

1   

  = 6 a
→

  − 3 b
→

  − 2 a
→

  + 4 b
→

   =  4 a
→

  + b
→

  

G,Lô, 2.5: A, B-u ¨,ùY, Øû\úV  a
→

 , b
→

  G²p AB-I êuß 

NUTôLeL[ôLl ©¬dÏm ×s°L°u ¨,ùY, LôiL, 
¾oÜ : 
P, Q Gu\ ×s°Ls AB-I êuß 

NUTôLeL[ôLl ©¬d¡\Õ G]d 

ùLôsL, 

AP = PQ = QB = λ (GuL) 
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P Gu\ ×s°Vô]Õ AB-I 1 : 2 Gu\ ®¡Rj§p ©¬lTRôp 

Pu ¨,ùY, = OP
→

  = 
1.OB
→

 + 2.OA
→

1 + 2  = 
1. b
→

 + 2. a
→

3  =  
b
→

 + 2 a
→

3  

Q Gu\ ×s° PB-u SÓl×s°VôRXôp. 

 Qu ¨,ùY, = 
OP
→

 + OB
→

2  = 

b
→

 + 2 a
→

3  + b
→

2    = 

b
→

 + 2 a
→

 + 3 b
→

3
2    = 

2 a
→

 + 4 b
→

6  
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                    = 
a
→

 + 2 b
→

3    

G,Lô, 2.6: JÚ SôtLWUô]Õ CûQLWUôL CÚdLj úRûYVô] Utßm 

úTôÕUô] ¨TkRû]. ARu êûX®hPeLs Juû\ùVôuß CÚ 

NUdá±ÓRXôÏm GuTRû] ùYdPo Øû\«p ¨ßÜL, 
¾oÜ : 
ABCD GuTRû] JÚ SôtLWm GuL, 

ØR−p CRû] JÚ CûQLWm G] 

GÓjÕd ùLôiÓ. ARu êûX®hPeLs 

Juû\ùVôuß NUdá±Óm G] 

¨ì©lúTôm, 
O GuTÕ B§l×s° GuL, 

∴ OA
→

  = a
→

 , OB
→

  = b
→

 , OC
→

  = c
→

 , OD
→

  = d
→

  

ABCD JÚ CûQLWUôRXôp AB
→

  = DC
→
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  ⇒ OB
→

  − OA
→

  = OC
→

 − OD
→

     ⇒    b
→

  − a
→

   =  c
→

  − d
→

  

  ⇒ b
→

  + d
→

  = a
→

  + c
→

          ⇒    
b
→

 + d
→

2   = 
a
→

 + c
→

2   

 i.e. BD-«u SÓl×s°«u ¨,ùY, = AC-u SÓl×s°«u ¨,ùY, 

G]úY JúW ×s°Vô]Õ. AC, BD-I CÚNUdá±Ó¡\Õ, BûLVôp 

CûQLWm ABCD-u êûX®hPeLs Juû\ùVôuß 

CÚNUdá±Ó¡\Õ, 

 UßRûXVôL ABCD Gu\ SôtLWj§p êûX®hPeLs 

Juû\ùVôuß CÚNUdá±Ó¡\Õ G] GÓjÕd ùLôiÓ ABCD JÚ 

CûQLWm G] ¨ßÜúYôm, 

 A, B, C Utßm D Gu\ Ef£l×s°L°u ¨,ùY, Øû\úV a
→

 , b
→

 , 

c
→

 , d
→

  GuL, AC Utßm BD Gu\ êûX®hPeLs Juû\ùVôuß 

CÚNUdá±Ó¡\Õ GuTRôp. 

 AC-u SÓl×s°«u ¨,ùY, = BD-u SÓl×s°«u ¨,ùY, 

  ⇒ 
a
→

 + c
→

2   = 
b
→

 + d
→

2      ⇒  a
→

  + c
→

   =  b
→

  + d
→

  … (1) 

  ⇒ b
→

  − a
→

  = c
→

  − d
→

   i.e.  AB
→

   =  DC
→
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úUÛm (1)  ⇒ d
→

  − a
→

  = c
→

  − b
→

      i.e.     AD
→

   =  BC
→

  

 G]úY ABCD JÚ CûQLWUôÏm. 

G,Lô, 2.7: ØdúLôQm ABC-«u TdLeL[ô] AB Utßm 

ACB¡VYt±u SÓl×s°Ls Øû\úV D, E Gu\ôp  

BE
→

  + DC
→

  = 
3
2  BC

→
  G]d LôhÓL, 

¾oÜ : 

A Gu\ ×s°ûV B§l ×s°VôL 

YN§dúLtT GÓjÕd ùLôsúYôm,  

B, C«u ¨,ùY, Øû\úV b
→

 , c
→

   GuL,  

AB, AC-«u SÓl×s°Ls D, E 

BûLVôp D, E-«u ¨,ùY, Øû\úV  

b
→

2  , 
c
→

2  BÏm, 
 

TPm 2. 20 

ClúTôÕ BE
→

  = E-u ¨,ùY, − B-u ¨,ùY,   =   
c
→

2  − b
→

  

  DC
→

  = C-u ¨,ùY, − D-u ¨,ùY,   =   c
→

  − 
b
→

2  

  ∴  BE
→

  + DC
→

  = 
c
→

2  − b
→

  + c
→

  − 
b
→

2       =    
3
2  c
→

  − 
3
2  b
→

  

   = 
3
2  ( )c

→
 − b
→

                 =  
3
2  [C-u ¨,ùY,− B-u ¨,ùY,] 

   = 
3
2  BC

→
  

G,Lô, 2.8: JÚ ØdúLôQj§u CÚ TdLeL°u SÓl×s°Lû[f 

úNodÏm úSodúLôÓ ARu êu\ôYÕ TdLj§tÏ CûQ G]Üm. 

ARu A[®p Tô§ G]Üm ùYdPo Øû\«p ¨ßÜL, 
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¾oÜ : 
 ABC Gu\ ØdúLôQjûR GÓjÕd 

ùLôsL, O GuTÕ B§l×s° GuL, AB, 
AC«u SÓl×s°Ls Øû\úV D,E GuL, 

 OA
→

  = a
→

 ,   OB
→

  = b
→

 ,  OC
→

  = c
→

  

    D«u ¨,ùY, = OD
→

  = 
a
→

 + b
→

2    
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      E«u ¨,ùY,  = OE
→

  = 
a
→

 + c
→

2   

 ClúTôÕ DE
→

  = OE
→

  − OD
→

 = 







a
→

 + c
→

2  − 







a
→

 + b
→

2   

   = 
a
→

+ c
→
− a
→
− b
→

2  = 
1
2  ( )c

→
− b
→

  = 
1
2  ( )OC

→
 − OB

→
  = 

1
2  BC

→
  

 ∴DE
→

  = 
1
2  BC

→
     ⇒     DE || BC 

  DE
→

  = 
1
2  BC

→
     ⇒ | |DE

→
  =  

1
2  | |BC

→
   ⇒   DE  =  

1
2  BC 

 G]úY DE || BC and DE = 
1
2  BC. 

G,Lô, 2.9: JÚ SôtLWj§u TdLeL°u SÓl×s°Lû[f úNodÏm 

úSodúLôÓLs JÚ CûQLWjûR AûUdÏm G] ùYdPo Øû\«p 

¨ßÜL, 

¾oÜ :  

 ABCD Gu\ SôtLWj§p AB, BC, CD 
Utßm DA B¡V TdLeL°u 

SÓl×s°Ls Øû\úV P, Q, R, S GuL, 

A, B, C, D«u ¨,ùY, Øû\úV  

a
→

 , b
→

 , c
→

 , d
→

 VôL CÚl©uP,Q,R,S 
Gu\ ×s°L°u ¨,ùY, Øû\úV  

 
a
→

 + b
→

2  , 
b
→

 + c
→

2  , 
c
→

 + d
→

2  , 
d
→

 + a
→

2   

BÏm, 
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 PQRS JÚ CûQLWUôL CÚdL PQ
→

  = SR
→

 , PS
→

  = QR
→

 G] 

CÚjRp úYiÓm, 

 PQ
→

  = Q-u ¨,ùY, − P-u ¨,ùY, =  







b
→

 + c
→

2  − 







a
→

 + b
→

2  = 
c
→

 − a
→

2   

 SR
→

  = R-u ¨,ùY, − S-u ¨,ùY,  = 







c
→

 + d
→

2  − 







d
→

 + a
→

2  = 
c
→

 − a
→

2   

 ∴  PQ
→

  = SR
→

  

 ⇒PQ || SR and PQ = SR 

 CúR úTôuß PS = QR, PS || QR G] ¨ì©dLXôm, 

 G]úY PQRS JÚ CûQLWUôÏm, 

G,Lô, 2.10 : A, B, C  Gu\ ×s°L°u ¨,ùY, Øû\úV a
→

 , b
→

 , c
→

  GuL, 

ClúTôÕ l a
→

 +m b
→

 +n c
→

 = O
→

  Utßm l + m + n = 0  B¡V 

¨TkRû]LÞdÏ EhThÓ l, m, n Gu\ §ûN«−Ls (GpXôúU 

éf£VUpXôR) ¡ûPdÏUô]ôp A, B, C Gu\ ×s°Ls JúW 

úSodúLôh¥p CÚdÏm G] ¨ì©, 

¾oÜ : 
 l, m, n  §ûN«−L°p HúRàm Ju\ôYÕ éf£VUt\RôÏm, 

ARû] n G]d ùLôsúYôm, 

 l a
→

  + m b
→

  + n c
→

  = 0     ⇒   n c
→

   =  − ( )l a
→

 + m b
→

 

 c
→

  = − 
( )l a
→

 + m b
→

n     ⇒   c
→

   =  − 
( )l a
→

 + m b
→

− (l + m)
  

 c
→

  = 
l a
→

 + m b
→

l + m    

 ⇒ C Gu\ ×s°Vô]Õ A, B-I m : l Gu\ ®¡Rj§p ©¬d¡\Õ, 
  G]úY A, B, C GuTûY JúW úSodúLôh¥p AûUÙm, 

Ï±l× : a
→

 , b
→

  JúW úLôhPûU ùYdPoLs G²p λ Gu\ 

§ûN«−ûV a
→

 = λ b
→

  GàUôß LôQ Ø¥Ùm 
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JúW úLôhPûU ×s°Ls: A, B, C Gu\ ×s°Ls HúRàm JÚ 

§ûN«− λ-dÏ. AB
→

  = λBC
→

 , AB
→

  = λAC
→

  ApXÕ BC
→

  = λAC
→

  
GàUôß CÚl©u. A, B, C B¡VûY JúW úLôhPûU ×s°L[ôÏm, 

G,Lô, 2.11: a
→

  − 2 b
→

  + 3 c
→

 , − 2 a
→

  + 3 b
→

  − c
→

  , 4 a
→

  − 7 b
→

  + 7 c
→

  Gu\ 

ùYdPoLû[ ¨,ùYdPoL[ôLd ùLôiP ×s°Ls JúW úLôhPûU 

×s°Ls G] ¨ì©, 

¾oÜ : 

 A, B, C Gu\ ×s°L°u ¨,ùY, Øû\úV 

  a
→

  − 2 b
→

  + 3 c
→

 , − 2 a
→

  + 3 b
→

  − c
→

  Utßm 4 a
→

  − 7 b
→

  + 7 c
→

  GuL, 

 OA
→

  = a
→

  − 2 b
→

  + 3 c
→

 ,  OB
→

  = −2 a
→

  + 3 b
→

 − c
→

 , OC
→

  = 4 a
→

  − 7 b
→

  + 7 c
→

  

 AB
→

  = OB
→

 − OA
→

   =  ( )− 2 a
→

 + 3 b
→

 − c
→

  − ( )a
→

 − 2 b
→

 + 3 c
→

  

  = − 2 a
→

  + 3 b
→

  − c
→

  − a
→

  + 2 b
→

  − 3 c
→

   =  −  3 a
→

  + 5 b
→

  − 4 c
→

  

 BC
→

  = OC
→

  − OB
→

   =  ( )4 a
→

 − 7 b
→

 + 7 c
→

  − ( )− 2 a
→

 + 3 b
→

 − c
→

  

  = 4 a
→

  − 7 b
→

  + 7 c
→

  + 2 a
→

  − 3 b
→

  + c
→

   =  6 a
→

  − 10 b
→

  + 8 c
→

  

 BC
→

  = 6 a
→

  − 10 b
→

  + 8 c
→

   =  − 2 ( )− 3 a
→

 +5 b
→

 − 4 c
→

  =  − 2( )AB
→

  

 ⇒ AB
→

  Utßm BC
→

  ùYdPoLs CûQVô]ûY, úUÛm B 

GuTÕ CWi¥tÏm ùTôÕl×s°VôûLVôp AB
→

  , BC
→

  JúW 

úLôhPûU ùYdPoL[ôÏm, G]úY A, B, C Gu\ ×s°Ls JúW 

úLôhPûUl ×s°Ls BÏm, 

T«t£ 2.1 
 (1) ABCD  Gu\ CûQLWj§u CWiÓ AÓjRÓjR TdLeL[ô] 

AB
→

 , BC
→

  I a
→

  , b
→

 Gu\ ùYdPoLs Ï±dÏUô«u ARu 

êûX ®hPeLs AC
→

 , BD
→

 -Id LôiL, 

 (2) PO
→

  + OQ
→

  = QO
→

  + OR
→

  G²p P, Q, R JúW úLôhPûU 

×s°Ls G]d LôhÓL, 
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 (3) a
→

  − 2 b
→

  + 3 c
→

 , − 2 a
→

  + 3 b
→

  + 2 c
→

  , − 8 a
→

  + 13 b
→

  Gu\ ¨ûX 

ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls JúW úLôhPûU ×s°Ls 

G]d LôhÓL,  

 (4) − 2 a
→

  + 3 b
→

  + 5 c
→

 , a
→

  + 2 b
→

  + 3 c
→

 , 7 a
→

  − c
→

  Gu\ ¨ûX 

ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls A, B, C JúW úLôhPûUl 

×s°Ls G]d LôhÓL, 

 (5) ABC Gu\ ØdúLôQj§u TdLm BC-«u SÓl×s° D-G²p  

AB
→

  + AC
→

  = 2AD
→

  G] ¨ßÜL, 

 (6) ABC Gu\ ØdúLôQj§u SÓdúLôhÓf Nk§ G G²p  

GA
→

 +GB
→

 +GC
→

  = O
→

  G] ¨ßÜL, 

 (7) ABC Utßm A′B′C′ Gu\ CÚ ØdúLôQeL°u SÓdúLôhÓf 

Nk§Ls Øû\úV G, G′ BL CÚl©u AA′
→

   + BB′
→

  + CC′
→

  = 3GG′
→

  
G] ¨ßÜL, 

 (8) JÚ ØdúLôQj§u Ef£l ×s°L°−ÚkÕ ARtÏ G§ol 

TdLeL°u SÓl×s°Lû[ úSôd¡ YûWVlTÓm 

ùYdPoL°u áÓRp éf£Vm G] ¨ßÜL, 

 (9) JÚ N¬YLj§u êûX®hPeL°u SÓl×s°Lû[ 

CûQdÏm úSodúLôPô]Õ. CûQlTdLeLÞdÏ CûQVôL 

CÚdÏm G] ùYdPo Øû\«p ¨ì©, úUÛm. ARu 

¿[Uô]Õ. CûQlTdLeL°u ¿[eL°u ®j§VôNjûRl 

úTôp Tô§ UPeLôÏm G]Üm ¨ßÜL, 

 (10) JÚ ØdúLôQj§u úLôQeL°u Eh×\ CÚNUùYh¥Ls 

JúW ×s°«p Nk§dÏm G] ùYdPo Øû\«p LôiL, 

 (11) JÚ SôtLWj§u G§oTdLeL°u SÓl×s°Ls Utßm 

êûX®hPeL°u SÓl×s°Ls JÚ CûQLWj§u 

Ef£l×s°L[ôÏm G] ùYdPo Øû\«p ¨ì©dL, 

 (12) ABCD  Gu\ SôtLWj§p AC, BD-u SÓl×s°Ls E Utßm 

FBL CÚl©u AB
→

  + AD
→

  + CB
→

  + CD
→

  = 4 EF
→

 G] ¨ßÜL, 
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2.5 ùYdPûW áßL[ôLl ©¬jRp (Resolution of a Vector) 
úRt\m 2.9 (¨ìTQªu±) : 

 a
→

 , b
→

  GuTûY JúW úLôh¥p AûUVôR HúRàm CÚ 

ùYdPoLs GuL, r
→

  GuTÕ a
→

 , b
→

 -ÙPu JúW R[j§p AûUkR 

ùYdPWô«u r
→

  = l a
→

  + m b
→

  GàUôß R²jR (unique) YûL«p 

GÝRXôm, CeÏ l, m GuTÕ §ûN«−L[ôÏm, 

Ï±l× : l a
→

  + m b
→

  GuTÕ a
→

 , b
→

  Gu\ ùYdPoL°u JÚT¥f 

úNodûLVôL (linear combination)  AûZdLlTÓm, l, m GuTûY 

§ûN«−L[ôÏm, 

CÚ T¬UôQj§p JÚ ùYdP¬u ùNeÏjÕ áßLs 
úRt\m 2.10 :  
 CÚ T¬UôQjR[j§p P Gu\ JÚ ×s°«u AfÑjçWeLs  

(x, y) G²p OP
→

  = x i
→

  + y j
→

  BÏm, CeÏ i
→

  , j
→

  GuTûY Øû\úV 

OX Utßm OY §ûNL°p GÓdLlThP KWXÏ ùYdPoL[ôÏm, 

¨ìTQm : 
 TPj§p LiÓs[T¥  OX, OY 
Gu\ AfÑLû[l ùTôßjÕ 

R[j§p JÚ ×s° P-u AfÑj 

çWeLs (x, y)  BÏm, OXdÏ 

ùNeÏjRôL PL YûWL, OL = x,  
LP = y BÏm, OX Utßm 

OYAfÑL°u §ûN«p Øû\úV 

i
→

 , j
→

  GuTûY KWXÏ 

ùYdPoLs GuL, 
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 OL
→

  = x i
→

  , LP
→

  = y j
→

  BÏm, 

 OL
→

  , LP
→

  GuTûY Øû\úV x-AfÑ Utßm y-Af£u §ûN«p 

OP
→

  -u áßLs BÏm, 

 ùYdPo áhPÛdÏ¬V ØdúLôQ ®§lT¥. 

  OP
→

  = OL
→

  + LP
→

   =  x i
→

 + y j
→

   =  r
→

   (GuL) 
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  ∴   r
→

  = x i
→

 + y j
→

  

 ClúTôÕ OP2 = OL2 + LP2  =  x2 + y2 

 ⇒ OP = x2 + y2   ⇒  | |r
→

   =  x2 + y2  
 G]úY R[j§Ûs[ ×s° P-u AfÑjçWeLs (x, y) G²p 

 (i) r
→

  = OP
→

  = x i
→

  + y j
→

  

 (ii) | |r
→

  = | |OP
→

  = | |x i
→

 + y j
→

  = x2 + y2  

 (iii) x-AfÑj§ûN«p OP
→

 -u áß x i
→

  Gu\ ùYdPWôÏm, úUÛm 

y-AfÑj §ûN«p OP
→

 -u áß y j
→

 Gu\ ùYdPWôÏm, 

A Utßm B-u AfÑjçWeL°u êXUôL AB
→

  ùYdP¬u áßLs 
  XOY R[j§p A(x1, y1) Utßm  

  B(x2, y2) Gu\ CÚ ×s°Lû[ 

GÓjÕd ùLôsL, OX, OY Y¯VôL 

GÓdLlThP KWXÏ ùYdPoLs  

i
→

 , j
→

  GuL, 

  AN = x2 − x1 ,   BN =  y2 − y1 

  ∴   AN
→

  = (x2 − x1) i
→

  ,   
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  NB
→

  = (y2 − y1) j
→

  

ùYdPo áhPÛdÏ¬V ØdúLôQ ®§«uT¥. 

 AB
→

  = AN
→

  + NB
→

  = (x2 − x1) i
→

  + (y2 − y1) j
→

  

x-Af£u  Y¯úV AB
→

 u áß = (x2 − x1) i
→

  

y-Af£u Y¯úV AB
→

 u áß  = (y2 − y1) j
→

  

 AB2 = AN2 + NB2  =  (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 

 ⇒    AB = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2   

 CÕ A Utßm BdÏ CûPúV Es[ çWUôÏm, 
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ùYdPoL°u áhPp. L¯jRp. §ûN«− ùTÚdLp Utßm NUu 

RuûU B¡VYtû\d áßL°u êXUôL GÝÕRp 

 a
→

  = a1 i
→

  + a2 j
→

  ,  b
→

  = b1 i
→

  + b2 j
→

 GuL, 
ClúTôÕ 

 (i) a
→

  + b
→

  = 



a1 i

→
 + a2 j

→
  + 



b1 i

→
 + b2 j

→
  = (a1 + b1) i

→
  + (a2 + b2) j

→
  

  (ii) a
→

  − b
→

  = 



a1 i

→
 + a2 j

→
  − 



b1 i

→
 + b2 j

→
  = (a1 − b1) i

→
  + (a2 − b2) j

→
  

 (iii)  m a
→

  = m 



a1 i

→
 + a2 j

→
   = ma1 i

→
  + ma2 j

→
        

 (iv) a
→

  = b
→

   ⇒  a1 i
→

  + a2 j
→

   =  b1 i
→

  + b2 j
→

   ⇒  a1 =  b1 and a2 = b2 

G,Lô, 2.12: OI B§×s°VôLÜm  XY R[j§p P(− 2, 4)  GuTÕ JÚ 

×s° G]Üm ùLôsL, OP
→

 -I i
→

  , j
→

 «u Yô«XôL GÝÕL, úUÛm 

| |OP
→

 -I LôiL, 

¾oÜ:P«u ¨,ùY,  OP
→

   =  − 2 i
→

  + 4 j
→

  

   | |OP
→

  = | |− 2 i
→

 + 4 j
→

  = (− 2)2 + (4)2  = 4 + 16  = 20  

    = 2 5  
G,Lô, 2.13: P(− 4, 3)  Gu\ ×s°«u ¨ûX ùYdP¬u x, y AfÑLs 

Y¯Vô] áßLû[d LôiL, 
¾oÜ : 

 P-u ¨,ùY, = OP
→

  = − 4 i
→

  + 3 j
→

  

 x-AfÑ Y¯úV OP
→

 u áß − 4 i
→

  BÏm, 

 ARôYÕ x-AfÑ Y¯úV OP
→

 u á\ô]Õ JÚ ùYdPo BÏm, ARu 

GiQ[Ü 4 Utßm ARu §ûN x-Af£u G§oj§ûNVôÏm, 

 yAfÑ Y¯úV OP
→

 -u áß 3 j
→

  BÏm, ARôYÕ y-AfÑ Y¯úV  

OP
→

 -u á\ô]Õ JÚ ùYdPo BÏm, ARu GiQ[Ü   3 Utßm 

ARu §ûN y–Af£u úSo §ûNVôÏm, 

G,Lô, 2.14: A(− 6, 3), B(− 2, − 5)  Gu\ ×s°Ls Gu\ôp AB
→

 -I KWXÏ 

ùYdPoLs i
→

  , j
→

  êXUôL GÝÕL, úUÛm | |AB
→

 -I LôiL, 
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¾oÜ :  OA
→

  = − 6 i
→

  + 3 j
→

   ;   OB
→

  = − 2 i
→

  − 5 j
→

  

   ∴ AB
→

  = OB
→

  − OA
→

   =  ( )− 2 i
→

 − 5 j
→

  − ( )− 6 i
→

 + 3 j
→

  

    = 4 i
→

  − 8 j
→

  

   | |AB
→

  = | |4 i
→

 − 8 j
→

  = (4)2 + (− 8)2  = 16 + 64  = 80  

    = 4 5  

úRt\m 2.11 (¨ìTQªu±) : 

 a
→

 , b
→

 , c
→

  Gu\ ùYdPoLs JúW R[j§p AûUVôRûY G²p 

JÚ ùY°«p Es[ GkRùYôÚ ùYdPo r
→

 -I  r
→

  = l a
→

  + m b
→

  + n c
→

  
G] GÝRXôm, CeÏ l, m , n GuTûY §ûN«−Ls, 

ØlT¬UôQj§p ùYdP¬u ùNeÏjÕ áßLs 

úRt\m 2.12: 

 êY[ûY ùY°«p P Gu\ ×s°«u AfÑjçWeLs (x, y, z)  

G²p ARu ¨,ùY,  r
→

  = x i
→

  + y j
→

  + z k
→

  Utßm  | |r
→

  = x2 + y2 + z2  

BÏm, CeÏ i
→

, j
→

, k
→

 GuTûY Øû\úV OX, OY, OZ Y¯úV 

GÓdLlThP KWXÏ ùYdPoLs, 

¨ìTQm : 
 OX, OY, OZ GuT] JußdÏ 

Ju\ô] ùNeÏjRô] AfÑLs, 

êY[ûY ùY°«p HúRàm JÚ 

×s° P(x, y, z) GuL, 

OP
→

  = r
→

 GuL, 

 XOY R[j§tÏf ùNeÏjRôL PQ 
YûWL, OXdÏ ùNeÏjRôL QR YûWL, 

G]úY OR = x ; RQ = y ; QP = z 

 ∴ OR
→

  = x i
→

 ; RQ
→

  = y j
→

 ; QP
→

  = z k
→
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   OP
→

  = OQ
→

  + QP
→

  = OR
→

  + RQ
→

 + QP
→
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   OP
→

  = x i
→

 + y j
→

 + z k
→

  ⇒ r
→

 = x i
→

 + y j
→

 + z k
→

 

 CqYô\ôL P Gu\ ×s° (x, y, z) Utßm ARu ¨,ùY, r
→

 G²p  

r
→

 = x i
→

 + y j
→

 + z k
→

 BÏm, 

ùNeúLôQ ØdúLôQm OQP«−ÚkÕ OP2 = OQ2 + QP2 

ùNeúLôQ ØdúLôQm ORQ«−ÚkÕ OQ2 = OR2 + RQ2 

 ∴ OP2 = OR2 + RQ2 + QP2  ⇒ OP2 = x2 + y2 + z2 

 ⇒ OP = x2 + y2 + z2  ⇒ r = x2 + y2 + z2  

 ∴r = | |r
→

  = x2 + y2 + z2  

2.6 §ûNd ùLôûNuLs Utßm §ûN ®¡ReLs 

(Direction cosines and direction ratios) 
 O(XYZ) Gu\ ùNqYL BVjùRôûX ùRôÏ§ûVl ùTôßjÕ. 

êY[ûY ùY°«p HúRàm JÚ ×s° P(x, y, z)    GuL, OX, OY, OZ  
AfÑL°u ªûLj§ûNÙPu OP B]Õ Øû\úV α, β Utßm γ Gu\ 

úLôQeLû[ HtTÓjÕ¡\Õ GuúTôm, AqYô\ô«u cosα, cosβ, cosγ 

GuTûY OP
→

 ùYdP¬u §ûNd ùLôûNuLs G]lTÓm, 

TPm 2.25−ÚkÕ    OQP   =  90° ; POZ   = γ   ∴ OPQ   = γ     (QQP || OZ) 

  ∴ cosγ = 
PQ
OP  ⇒ cosγ = 

z
r   CúRl úTôuß cosα= 

x
r and cosβ = 

y
r  

 ∴ OP
→

 u §ûNd ùLôûNuLs 
x
r,   

y
r,   

z
r BÏm, CeÏ r = x2 + y2 + z2  

Ø¥Ü 1: §ûNd ùLôûNuL°u YodLeL°u áÓRp U§l× 1 BÏm, 

 cos2α + cos2β + cos2γ = 


x

r
2
 + 


y

r
2
 + 


z

r
2
  =  

x2 + y2 + z2

r2   

  = 
r2

r2   =  1 [ Q  r2 = x2 + y2 + z2] 

  ∴ cos2α + cos2β + cos2γ = 1  

Ø¥Ü 2: §ûN ûNuL°u YodLeL°u áÓRp 2 BÏm, 

  sin2α + sin2β + sin2γ = (1 − cos2α) + (1 − cos2β) + (1 − cos2γ) 
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   = 3 − [cos2α + cos2β + cos2γ] =  3 − 1  = 2 

∴  sin2α + sin2β + sin2γ = 2 

§ûN ®¡ReLs (Direction ratios): 
 JÚ ùYdP¬u §ûN ùLôûNuLÞdÏ ®¡R NUUô] GkR êuß 

GiLÞm ARu §ûN ®¡ReLs (d. r’s)  Gu\ûZdLlTÓm, 

 r
→

 = x i
→

 + y j
→

 + z k
→

 Gu\ HúRàm JÚ ùYdPûW GÓjÕd 

ùLôsL, 

   ⇒ r
→

 u §ûN ùLôûNuLs 
x
r,   

y
r,   

z
r      where r = x2 + y2 + z2 

 ⇒  cos α = 
x
r   ;  cos β  = 

y
r   ; cos γ =  

z
r  CeÏ α, β, γ Gu\ úLôQeLs 

OX, OY, OZ   AfÑLÞPu r
→

 HtTÓjÕm úLôQeLs BÏm, 

 ⇒  
x

cosα  = r ,  
y

cosβ  = r,   
z

cosγ  = r 

 ⇒   
x

cosα  = 
y

cosβ  = 
z

cosγ  = r 

 ⇒  x : y : z = cosα : cosβ : cosγ 
 i.e. ùYdP¬u ùNeÏjÕd áßL[ô] i, j, kdL°u ÏQLeLs 

AkR ùYdP¬u §ûNd ùLôûNuLÞdÏ ®¡R NUUôL CÚdÏm, 

 ∴ r
→

 = x i
→

 + y j
→

 + z k
→

  Gu\ ùYdP¬u §ûN ®¡ReLs x,  y,  z   
BÏm, 

ùYdPoL°u áhPp. L¯jRp. §ûN«− ùTÚdLp Utßm NUu 

RuûU B¡VYtû\d áßLs êXUôL GÝÕRp : 

 a
→

  = a1 i
→

 + a2 j
→

 + a3 k
→

 , b
→

 = b1 i
→

 + b2 j
→

 + b3 k
→

  Gu\ CÚ 

ùYdPoLû[ GÓjÕd ùLôsúYôm, 

ClúTôÕ 

 (i)  a
→

  + b
→

 = ( )a1 + b1 i
→

 + ( )a2 + b2 j
→

 + ( )a3 + b3 k
→

  

 (ii)  a
→

  − b
→

 = ( )a1 − b1 i
→

 + ( )a2 − b2 j
→

 + ( )a3 − b3 k
→

 

 (iii)  m a
→

  = m



a1 i

→
 + a2 j

→
 + a3 k

→
  

    = ma1 i
→

 + ma2 j
→

 + ma3 k
→

     CeÏ m JÚ §ûN«− 
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 (iv)  a
→

  = b
→

 ⇔ a1 = b1, a2 = b2 ; a3 = b3 

CWiÓ ×s°LÞdÏ CûPlThP çWm : 
 A (x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) Gu\ HúRàm CÚ ×s°Lû[ GÓjÕd 

ùLôsúYôm, 

  ClúTôÕ AB
→

  = OB
→

 − OA
→

  

    = 



x2 i

→
 + y2 j

→
 + z2 k

→
 − 



x1 i

→
 + y1 j

→
 + z1 k

→
 

    = (x2 − x1) i
→

 + (y2 − y1) j
→

 + (z2 − z1) k
→

 

 ∴ A Utßm BdÏ CûPlThP çWm AB = | |AB
→

  

 | |AB
→

  = 



(x2 − x1) i

→
 + (y2 − y1) j

→
 + (z2 − z1) k

→
   

  = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2  

G,Lô, 2.15: 2 i
→

 − j
→

 + 7 k
→

Gu\ ùYdP¬u GiQ[Ü Utßm §ûNd 

ùLôûNuLû[ LôiL, 
¾oÜ : 

2 i
→

 − j
→

 + 7 k
→

u GiQ[Ü = | |2 i
→

 − j
→

 + 7 k
→

 = (2)2 + (− 1)2 + (7)2  

  = 4 + 1 + 49  = 54  = 3 6  

 2 i
→

 − j
→

 + 7 k
→

 u §ûNd ùLôûNuLs 
2

3 6
 ,  − 

1
3 6

 ,   
7

3 6
 BÏm, 

G,Lô, 2.16: 3 i
→

 + 4 j
→

 − 12 k
→

 Gu\ ùYdP¬u §ûN«p KWXÏ ùYdPûW 

LôiL, 

¾oÜ :  a
→

  = 3 i
→

 + 4 j
→

 − 12 k
→

  GuL 

 | |a
→

  = | |3 i
→

 + 4 j
→

 − 12 k
→

= (3)2 + (4)2 + (− 12)2  

  = 9 + 16 + 144  = 169  = 13 

  a
→

 u §ûN«p KWXÏ ùYdPo  â  = 
a
→

| |a
→

  = 
3 i
→

 + 4 j
→

 − 12 k
→

13   

G,Lô, 2.17: i
→

 − j
→

 + 2 k
→

 Utßm 2 i
→

 + 3 j
→

 − 4 k
→

 Gu\ ùYdPoL°u 

áÓRp LôiL, úUÛm AdáÓR−u GiQ[ûYd LôiL, 
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¾oÜ : a
→

  = i
→

 − j
→

 + 2 k
→

 ,  b
→

  = 2 i
→

 + 3 j
→

 − 4 k
→

 GuL, 

   a
→

  + b
→

  = ( )i
→

 − j
→

 + 2 k
→

  + ( )2 i
→

 + 3 j
→

 − 4 k
→

  = 3 i
→

 + 2 j
→
−2 k
→

 

   | |a
→

 + b
→

  = 32 + 22 + (− 2)2  = 9 + 4 + 4  = 17  

G,Lô, 2.18: i
→

 + 2 j
→

 − 3 k
→

 Utßm 2 i
→

 − 4 j
→

 + k
→

 Gu\ ùYdPoLs  

A Utßm B-u ¨ûX ùYdPoLs G²p | |AB
→

 -I LôiL, 
¾oÜ : 
 O GuTÕ B§l×s° G²p 

   OA
→

  = i
→

 + 2 j
→

 − 3 k
→

,  OB
→

  = 2 i
→

 − 4 j
→

 + k
→

 

   AB
→

 = OB
→

  − OA
→

   

   =  ( )2 i
→

 − 4 j
→

 + k
→

  − ( )i
→

 + 2 j
→

 − 3 k
→

  

    = i
→

 − 6 j
→

 + 4 k
→

 

   | |AB
→

  = (1)2 + (− 6)2 + (4)2 = 53 

G,Lô, 2.19: − 3 i
→

 + 4 j
→

 Gu\ ùYdPÚdÏ CûQVô] KWXÏ 

ùYdPoLû[d LôiL, 

¾oÜ :  a
→

  = − 3 i
→

 + 4 j
→

 

   | |a
→

  = (− 3)2 + 42  = 9 + 16   = 5 

   â = 
a
→

| |a
→

  = 
1

 | |a
→

  a
→

   =  
1
5  ( )− 3 i

→
 + 4 j

→
 

  a
→

 dÏ CûQVô] KWXÏ ùYdPoLs ±  â  = ±  



− 3

5    i
→

  + 
4
5 j
→

  

G,Lô, 2.20: 2 i
→

 − j
→

 Gu\ ùYdPÚdÏ CûQVôLÜm GiQ[Ü 5 

AXÏL[ôLÜm ùLôiP ùYdPoLû[d LôiL, 

¾oÜ :  a
→

  = 2 i
→

 − j
→

 

   | |a
→

 = 22 + (− 1)2  = 5  
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   â  = 
a
→

| |a
→

  = 
1
5

  ( )2 i
→

 − j
→

  =  
2
5

  i
→

 − 
1
5

  j
→

 

 2 i
→

 − j
→

 dÏ CûQVôLÜm GiQ[Ü  5 ùLôiP ùYdPoLs = ±5 â  

    =   ± 5  




2

5
 i
→

 − 
1
5

 j
→

 =  ± ( )2 5 i
→

 − 5 j
→

 

G,Lô, 2.21: 2 i
→

 + 3 j
→

 − 5 k
→

, 3 i
→

 + j
→

 − 2 k
→

 , 6 i
→

 − 5 j
→

 + 7 k
→

 Gu\ ¨ûX 

ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls JúW úLôhPûU ×s°Ls G] 

¨ì©, 
¾oÜ : 
 ×s°Lû[ A, B, C  G]Üm B§l×s°ûV O G]Üm GÓjÕd 

ùLôsúYôm, 

 OA
→

  = 2 i
→

  + 3 j
→

  − 5 k
→

  ;   OB
→

 = 3 i
→

 + j
→

 − 2 k
→

 ; OC
→

 = 6 i
→

 − 5 j
→

 + 7 k
→

 

∴ AB
→

 = OB
→

  − OA
→

  = ( )3 i
→

  + j
→

  − 2 k
→

  − ( )2 i
→

  + 3 j
→

  − 5 k
→

  

  = i
→

 − 2 j
→

 + 3 k
→

 

 AC
→

  = OC
→

  − OA
→

   = ( )6 i
→

  − 5 j
→

  + 7 k
→

  − ( )2 i
→

  + 3 j
→

  − 5 k
→

  

 AC
→

  = 4 i
→

 − 8 j
→

 + 12 k
→

  = 4 ( )i
→

  − 2 j
→

  + 3 k
→

  = 4 AB
→

  

 G]úY AB
→

  Utßm AC
→

   CûQVô] ùYdPoLs, úUÛm 

AûYLÞdÏl ùTôÕYô] ×s° A BÏm, 

 ∴ A, B, C JúW úLôhPûUl ×s°L[ôÏm, 

G,Lô, 2.22: 

 A, B Gu\ ×s°L°u ¨ûX ùYdPoLs 3 i
→

 − 7 j
→

 − 7 k
→

 , 5 i
→

+4 j
→

+3 k
→

 

G²p AB
→

 -Id LiÓ©¥jÕ ARu GiQ[®û]Ùm. §ûNd 

ùLôûNuLû[Ùm LôiL, 

¾oÜ : O GuTÕ B§l×s° G²p. 

   OA
→

  = 3 i
→

 − 7 j
→

 − 7 k
→

,  OB
→

  = 5 i
→

 + 4 j
→

 + 3 k
→

 

   AB
→

  = OB
→

  − OA
→

   =  ( )5 i
→

 + 4 j
→

 + 3 k
→

 − ( )3 i
→

 − 7 j
→

 − 7 k
→
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   AB
→

  = 2 i
→

 + 11 j
→

 + 10 k
→

 

   | |AB
→

  = (2)2 + (11)2 + (10) 2  = 15 

  §ûNd ùLôûNuLs 
2
15 ,  

11
15 ,  

10
15 BÏm, 

T«t£ 2.2 

 (1) 4 i
→

 + 5 j
→

 + k
→

, − 2 i
→

 + 4 j
→

 − k
→

 Utßm 3 i
→

 − 4 j
→

 + 5 k
→

 B¡V 

ùYdPoL°u áÓRûXÙm. áÓR−u GiQ[®û]Ùm LôiL, 

 (2) a
→

 = 3 i
→

 − j
→

 − 4 k
→

,  b
→

 = − 2 i
→

 + 4 j
→
− 3 k

→
 , c
→

= i
→

+ 2 j
→
− k
→

  G²p 

| |2 a
→

 − b
→

 + 3 c
→

 -u U§l©û]d LôiL, 

 (3) ABC Gu\ ØdúLôQj§u Ef£l×s°L[ô] A,B,C-«u ¨ûX 

ùYdPoLs 2 i
→

 + 3 j
→

 + 4 k
→

,  − i
→

 + 2 j
→
− k
→

¸3 i
→
− 5 j

→
+ 6 k

→
 G²p 

ØdúLôQj§u TdLeL°u ùYdPoLû[Ùm AlTdLeL°u 

¿[eLû[Ùm LôiL. 

 (4) ùLôÓdLlThP ¨ûX ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls JúW 

úLôhPûU G] ¨ì©dL,  

  (i) − 2 i
→

 + 3 j
→

 + 5 k
→

,     i
→

 + 2 j
→

 + 3 k
→

,     7 i
→

 − k
→

 

  (ii) i
→

 − 2 j
→

 + 3 k
→

,      2 i
→

 + 3 j
→

 − 4 k
→

,    − 7 j
→

 + 10 k
→

  

 (5) a
→

 = 2 i
→

 − 3 j
→

, b
→

 = − 6 i
→

 + m j
→

 Gu\ ùYdPoLs JúW 

úLôhPûU ùYdPoLs G²p m-u U§l× LôiL,. 

 (6) i
→

 + 3  j
→

 Gu\ ùYdP¬u §ûN«p KWXÏ ùYdPo LôiL, 

 (7) 3 i
→

 − 5 j
→

 + 8 k
→

  Utßm − 2 j
→

 − 2 k
→

 B¡V ùYdPoL°u 

áÓRÛdÏ CûQVôL Es[ KWXÏ ùYdPoLû[d LôiL, 

 (8) a
→

=3 i
→
− j
→

 −4 k
→

,   b
→

 = − 2 i
→

 + 4 j
→

 − 3 k
→

,  c
→

 = i
→

 + 2 j
→

 − k
→

 G²p 

3 a
→

 − 2 b
→

 + 4 c
→

 Gu\ ùYdPÚdÏ CûQVô] KWXÏ  

  ùYdPoLû[d LôiL, 
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 (9) JÚ ØdúLôQj§u Ef£l ×s°L°u ¨ûX ùYdPoLs   

4 i
→

 + 5 j
→

 + 6 k
→

, 5 i
→

 + 6 j
→

 + 4 k
→

, 6 i
→

 + 4 j
→

 + 5 k
→

 G²p 

AmØdúLôQm NUTdL ØdúLôQm G] ¨ì©dL, 

 (10) 2 i
→

 − j
→

 + k
→

,  3 i
→

 − 4 j
→

 − 4 k
→

 ,  i
→

 − 3 j
→

 − 5 k
→

 Gu\ ùYdPoLs 

JÚ ùNeúLôQ ØdúLôQjûR AûUdÏm G]d LôhÓL, 

 (11) 2 i
→

 + 3 j
→

 + 4 k
→

,  3 i
→

 + 4 j
→

 + 2 k
→

,  4 i
→

+2 j
→

 + 3 k
→

 Gu\ ¨ûX 

ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls JÚ NUTdL ØdúLôQj§u 

Ef£l×s°Ls G] ¨ßÜL, 

 (12) i
→

 + 2 j
→

 + 3 k
→

,  2 i
→

 + 3 j
→

 + k
→

, 3 i
→

 + j
→

 + 2 k
→

 Gu\ ¨ûX 

ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls. JÚ ØdúLôQj§u Ef£l 

×s°L[ôL CÚl©u ARu SÓdúLôhÓf Nk§«u (centroid) 
¨ûX ùYdPo LôiL, 

 (13) P, Q Gu\ ×s°L°u ¨ûX ùYdPoLs Øû\úV 

  i
→

 + 3 j
→

 − 7 k
→

, 5 i
→

 − 2 j
→

 + 4 k
→

 G²p PQ
→

 -Id LiÓ©¥jÕ ARu 

§ûNd ùLôûNuLû[d LôiL, 

 (14) ¸rdLôÔm ùYdPoLs JúW R[ ùYdPoLs G]d LôhÓL, 

  (i) i
→

 − 2 j
→

 + 3 k
→

,        − 2 i
→

 + 3 j
→

 − 4 k
→

,      − j
→

 + 2 k
→

 

  (ii) 5 i
→

 + 6 j
→

 + 7 k
→

,       7 i
→

 − 8 j
→

 + 9 k
→

,      3 i
→

 + 20 j
→

 + 5 k
→

 

 (15) 4 i
→

 + 5 j
→

 + k
→

, − j
→

 − k
→

, 3 i
→

 + 9 j
→

 + 4 k
→

, − 4 i
→

 + 4 j
→

 + 4 k
→

 
 Gu\ ¨ûX ùYdPoLû[d ùLôiP ×s°Ls JúW R[j§p 

AûUkÕs[] G] ¨ì©dL, 

 (16) i
→

 + 3 j
→

 + k
→

 ,  2 i
→

 − j
→

 − k
→

 , 7 j
→

 + 5 k
→

 Gu\ ùYdPoLs JúW R[ 

ùYdPoL[ô GuTRû]f N¬TôodL, 
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3, CVtL¦Rm 

3.1 TÏ§l ©u]eLs (Partial Fractions) : 

YûWVû\Ls: 
®¡RØß úLôûY: p(x), q(x) Gu\ TpÛßl×d úLôûYLû[l 

TVuTÓj§ 
p(x)
q(x)  Gu\ Y¥Yj§p GÝÕm úLôûY«û] ®¡RØß 

úLôûY GuTo, CeÏ q(x) ≠ 0  

5x  − 2

x
2
 + 3x + 2

 , 
3x

2 
+ 2x-1

x
2
 + x − 22

 GuTûY ®¡RØß úLôûYdÏ ERôWQeLs, 

RÏl ©u]m : JÚ ®¡RØß úLôûY«p ùRôÏ§«u T¥Vô]Õ 

TÏ§«u T¥ûV ®Pd Ïû\YôL CÚl©u ARû]j RÏl ©u]m 

GuTo, 

 
3x + 1

x
2
 + 4x +3

 ,  
7x

2
 + 9

x
3
 + x

2
 – 5

    GuTûY RÏl ©u]eLÞdÏ 

ERôWQeL[ôÏm, 

RLôl ©u]m : JÚ ®¡RØß úLôûY«p ùRôÏ§«u T¥Vô]Õ 

TÏ§«u T¥dÏf NUUôLúYô ApXÕ A§LUôLúYô CÚkRôp 

ARû]j RLôl ©u]m GuTo, 

 
x
3
 + 5x

2
 + 4

x
2
 + 2x + 3

  , 
x
2
 – x + 1

x
2
 + x + 3

   GuTûY RLôl ©u]eLÞdÏ 

ERôWQeL[ôÏm, 

TÏ§l ©u]m : 

 
7

x – 2   Utßm 
5

x – 1  GuTûYL°u áÓRûXd LôiTRôLd 

ùLôsúYôm, CRû] 

    
7

x – 2   +  
5

x– 1  = 
7(x – 1) + 5(x – 2)

(x – 2) (x − 1)
  = 

7x – 7 + 5x – 10
(x – 2) (x – 1)    = 

12x – 17
(x – 2) (x – 1)  G] 

GÝRXôm, 

 UßRûXVôL 
12x – 17

(x – 2) (x – 1)  Gu\ ©u]j§û] 
7

x – 2  + 
5

x – 1  G] 

GÝÕm Øû\ûVl TÏ§l ©u]eL[ôLl ©¬jùRÝÕRp Gu¡ú\ôm, 
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 ùLôÓdLlThP JÚ RÏl ©u]j§û] ARu TÏ§«u 

LôW¦LÞdÏ HtT G°V ©u]eL°u áÓRXôL GÝÕm Øû\ûV 

TÏ§l ©u]eL[ôLl ©¬jRp Gu¡ú\ôm, 

 ùLôÓdLlThP ©u]m  
p(x)
q(x) . JÚ RLôl ©u]UôL CÚl©u  

p(x)I q(x)-Bp YÏjÕ. TpÛßl×d úLôûY Utßm RÏ©u]j§u 

áÓRXôL Uôt\ úYiÓm, ARu ©u]o RÏ©u]jûR. TÏ§l 

©u]eL[ôLl ©¬dL úYiÓm, 
ùNVpØû\ : 

 
p(x)
q(x)  Gu\ RÏl©u]m ùLôÓdLlThÓs[Õ GuL, q(x)-I TLô 

LôW¦L°u ùTÚdLXôL Uôt\ úYiÓm, 
YûL 1: JÚ T¥ LôW¦Ls (JúW LôW¦ ÁiÓm YWôûU) 
 q(x)-p YWdá¥V ax + b Gu\ JÚT¥d LôW¦dÏ ELkR G°V 

©u]m 
A

ax + b   BÏm, CeÏ A  JÚ éf£VªpXôR Uô±−VôÏm, 

ARôYÕ ùLôÓdLlThP ©u]j§u TÏ§«u LôW¦Ls 

JÚT¥L[ôL CÚkÕ ÁiÓm YWôU−ÚkRôp ¸rdLiPYôß 

©¬dLXôm, 

 
x + 3

(x + 5) (2x + 1)  = 
A

x + 5  + 
B

2x + 1  CeÏ A, B Gu\ Uô±−Ls 

LQd¡PlTP úYiÓm, 

G,Lô, 3.1: 
3x + 7

x
2
 – 3x + 2

 -Il TÏ§l ©u]eL[ôL UôtßL, 

¾oÜ : 

 TÏ§Vô] x
2
 – 3x + 2-I JÚ T¥dLôW¦L°u ùTÚdLXôL 

GÝRXôm, 

x
2
  – 3x + 2 = x

2
 – x – 2x + 2 = x (x – 1) – 2 (x – 1) = (x – 1) (x – 2) 

   
3x + 7

x
2
 – 3x + 2

   =  
A

x – 1   +  
B

x – 2   GuL, 

 ⇒ 
3x + 7

x
2
 − 3x + 2

  = 
A(x − 2) + B(x − 1)

(x − 1) (x − 2)
  

 ⇒ 3x + 7 = A(x − 2) + B(x − 1) …(1) 
 x-u AÓdÏL°u ÏQLeLû[f NUlTÓjÕL 

 x-u ÏQLm : A + B = 3 … (2) 
 Uô±− Eßl× : − 2A − B = 7 … (3) 
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 (2) Utßm (3)-−ÚkÕ 
   A = − 10 
   B = 13 

  ∴  
3x + 7

x
2
 − 3x + 2

  = 
− 10
x − 1

   +  
13

x − 2
  = 

13
x − 2

   −  
10

x − 1
  

Ï±l× : A, B-u U§l×Lû[ x-dÏ RÏkR U§l×Lû[ ©W§«hÓm 

LôQXôm, 
 A-I LôQ, (1)-p x = 1  G]l ©W§«P 
  3(1) + 7 = A(1 − 2) + B(0) 
  10 = A (− 1) 
  A = − 10 
 B-I LôQ (1)-p x = 2 G]l ©W§«P 

 3(2) + 7 = A(0) + B(2 − 1) 
 B = 13 

 ∴  
3x + 7

x
2
 − 3x + 2

  = 
− 10
x − 1

   +  
13

x − 2
  

 
3x + 7

x
2
 − 3x + 2

  = 
13

x − 2
   −  

10
x − 1

  

G,Lô, : 3.2: 
x + 4

(x
2
 − 4) (x + 1)

 -I TÏ§ ©u]eL[ôL UôtßL, 

¾oÜ : 

 TÏ§Vô] (x
2
 − 4) (x + 1)-I JÚ T¥LôW¦L°u ùTÚdLXôL 

GÝRXôm, 

 i.e.  (x
2
 − 4) (x + 1)  =  (x + 2) (x − 2) (x + 1)   

 
x + 4

(x
2
 − 4) (x + 1)

  = 
A

x + 2  + 
B

x − 2
  + 

C
x + 1 GuL,  

 CeÏ A, B, C-I LôQúYiÓm, 

 
x + 4

(x
2
 − 4) (x + 1)

  = 
A(x − 2) (x + 1) + B(x + 2) (x + 1) + C(x + 2) (x − 2)

(x + 2) (x − 2) (x + 1)
  

 ⇒   x + 4 = A(x − 2) (x +1) + B(x + 2) (x + 1) + C(x + 2) (x − 2)  … (1) 
A-I LôQ, (1)-p x = − 2 G]l ©W§«P 

 − 2 + 4 = A (− 2 − 2) (− 2 + 1) + B(0) + C(0) 
 2 = 4A  ⇒      A = 1/2 
 B-I LôQ, (1)p x = 2 G]l ©W§«P Sôm ùTßYÕ B = 1/2 
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 C-I LôQ. (1)-p x = − 1 G]l ©W§«P Sôm ùTßYÕ C = − 1 

  ∴ 
x + 4

(x
2
 − 4) (x+ 1)

  = 
1/2

(x + 2)   +  
1/2

(x − 2)
   +  

(− 1)
x + 1  

 ⇒ 
x + 4

(x
2
 − 4) (x+ 1)

  = 
1

2(x + 2)   +  
1

2(x − 2)
   −  

1
x + 1  

YûL 2: JÚ T¥dLôW¦Ls (LôW¦Ls ÁiÓm YÚRp) 

 ùLôÓdLlThP ©u]j§u TÏ§«p ax + b Gu\ JÚT¥d LôW¦ 

n Øû\ §ÚmT YÚUô«u. ARtÏ¬V G°V ©u]m. 

 
A1

ax + b   +  
A2

(ax + b)2   +  
 A3

(ax + b)3  + … + 
An

(ax + b)n
  

 CeÏ A1, A2, A3, … An Uô±−Ls BÏm, 

G,Lô, 3.3: 
 9

(x − 1) (x + 2)
2 -I TÏ§l ©u]eL[ôL UôtßL, 

¾oÜ : 

  
 9

(x − 1) (x + 2)
2  = 

A
x − 1

   +  
B

x + 2   +  
C

(x + 2)
2  GuL, 

 ⇒  
 9

(x − 1) (x + 2)
2  = 

A(x + 2)
2
 + B(x − 1) (x + 2) + C(x − 1)

(x − 1) (x + 2)
2   

 ⇒ 9 = A(x + 2)
2
 + B(x − 1) (x + 2) + C(x − 1) … (1) 

 A-I LôQ.   (1)-p x = 1  G]l ©W§«P 

 Sôm ùTßYÕ 9 = A (1 + 2)
2
     ⇒  A = 1 

 C-I LôQ. (1)-p x = − 2  G]l ©W§«P 

 Sôm ùTßYÕ 9 = C (− 2 − 1)   ⇒ C = − 3 

 (1)-p x
2
-u ÏQLeLû[f NUlTÓjR 

   A + B = 0 
  ⇒ 1 + B = 0     ⇒ B = − 1 

  ∴ 
 9

(x − 1) (x + 2)
2   = 

1
x − 1

   −  
1

x + 2   −  
3

(x + 2)
2  

YûL 3: CÚT¥d LôW¦Ls (LôW¦ ÁiÓm YWôûU) 

 ax
2
 + bx + c Gu\ CÚT¥d LôW¦. JÚT¥d LôW¦L°u 

ùTÚdLXôL Uôt\ CVXôRT¥ JÚ ©u]j§u ùRôÏ§«p YÚUô«u. 
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ARtÏ¬V TÏ§l ©u]m 
Ax + B

ax
2
 + bx + c

  BÏm, A, BB¡VûY JúW 

úSWj§p éf£VUpXôR Uô±−Ls, 

 
2x

(x + 1) (x
2
 + 1)

  Gu\ ©u]jûR GÓjÕd ùLôsúYôm, 

  CkR RÏl ©u]jûR 
2x

(x + 1) (x
2
 + 1)

  = 
A

x + 1 +
Bx + C

x
2
 + 1

  G] GÝRXôm, 

      x + 1 Gu\ LôW¦«u T¥ 1-BL CÚlTRôp ARtÏ¬V ©u]j§u 

ùRôÏ§«p A Gu\ Uô±− UhÓm Es[Õ, x
2
 +1 Gu\ LôW¦«u T¥ 

2BLÜm JÚ T¥ LôW¦L°u ùTÚdLXôL GÝR Ø¥VôRT¥ Es[Õ, 

ARtÏ¬V ©u]j§u ùRôÏ§«p JÚT¥d úLôûY Bx + C Es[Õ, 

G,Lô, 3.4: 
x
2
 − 2x − 9

(x
2
 + x + 6) (x + 1)

 -I TÏ§l ©u]eL[ôL UôtßL, 

¾oÜ : 

  
x
2
 − 2x − 9

(x
2
 + x + 6) (x + 1)

  = 
Ax + B

x
2
 + x + 6

   +  
C

x + 1  GuL 

 ⇒  
x
2
 − 2x − 9

(x
2
 + x + 6) (x + 1)

  = 
(Ax + B) (x + 1) + C(x

2
 + x + 6)

(x
2
 + x + 6) (x + 1)

  

 ⇒ x
2
 − 2x − 9 = (Ax + B) (x + 1)  + C(x

2
 + x + 6) … (1) 

 C-I LôQ.   (1)-p   x = − 1  G]l ©W§«P 

 Sôm ùTßYÕ 1 + 2 − 9 = C(1 − 1 + 6)  ⇒  C  = − 1 
 B-I LôQ, (1)-p  x = 0  G]l ©W§«P 

 Sôm ùTßYÕ − 9 = B + 6C 

   − 9 = B − 6            ⇒    B = − 3 
A-I LôQ,  (1)-p    x = 1 G]l ©W§«P 

  1 − 2 − 9 = (A − 3) (2) + (− 1) (8)   ⇒  − 10 = 2A − 14 
  A = 2 

 ∴    
x
2
 − 2x − 9

(x
2
 + x + 6) (x + 1)

  = 
2x − 3

x
2
 + x + 6

   −  
1

x + 1  

G,Lô, 3.5: 
x
2
 + x + 1

x
2
 − 5x + 6

 -I TÏ§l ©u]eL[ôL UôtßL, 



 83

¾oÜ : 

 CeÏ TÏ§Ùm. ùRôÏ§Ùm  JúW T¥«û] ùLôiÓs[Õ, G]úY 

CÕ RLôl ©u]UôÏm,  

 YÏjR−p     
x
2
 + x + 1

x
2
 − 5x + 6

  = 1 + 
6x − 5

x
2
 − 5x + 6

  … (1) 

  
6x − 5

x
2
 − 5x + 6

  = 
A

x − 2
   +  

B
x − 3

  GuL 

  6x − 5 = A(x − 3)  +  B(x − 2) 

 x = 2 G]l ©§«P,  − A = 12 − 5    ⇒  A = − 7 

 x = 3 G]l ©W§«P,     B = 18 − 5    ⇒   B = 13 

  ∴  
x
2
 + x + 1

x
2
 − 5x + 6

  = − 
7

x − 2
   +  

13
x − 3

  

 ∴  (1)  ⇒ 
x
2
 + x + 1

x
2
 − 5x + 6

  = 1 − 
7

x − 2
  + 

13
x − 3

  

T«t£ 3.1 

¸rdLôÔm ©u]eLû[ TÏ§l ©u]eL[ôL UôtßL, 

 (1) 
1

(x − 1) (x + 1)
  (2) 

7x − 1

6 − 5x + x
2         (3)   

x
2
 + x + 1

(x − 1) (x − 2) (x − 3)
  

 (4) 
1

(x − 1) (x + 2)
2  (5) 

x − 2

(x + 2) (x − 1)
2  (6) 

x + 1

(x − 2)
2
 (x + 3)

  

 (7) 
x
2
 − 6x + 2

x
2
(x + 2)

  (8) 
2x

2
 − 5x − 7

(x − 2)
3   (9) 

x
2
 − 3

(x + 2) (x
2
 + 1)

  

 (10) 
x + 2

(x + 1) (x
2
 + 1)

  (11) 
7x

2
 − 25x + 6

(x
2
 − 2x − 1) (3x − 2)

  (12) 
x
2
 + x + 1

x
2
 + 2x +1
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3.2 Y¬ûN Uôt\eLs (Permutations) : 

LôW½Vl ùTÚdLm (Factorial) : 
 ØRp n CVp GiL°u ùRôPo ùTÚdLm “n-u LôW½Vl 

ùTÚdLm” G]lTÓm, CRû] n! ApXÕ n   Gu\ Ï±ÂÓLs êXm 

Ï±dLXôm, 

  i.e.    n! = 1 × 2 × 3 × 4 × … × (n − 1) × n 
  5 ! = 1 × 2 × 3 × 4 × 5  = 120 
éwV LôW½Vl ùTÚdLp : 
 LôW½V ùTÚdLp YûWVû\«uT¥ CÕ 0 YûW«Xô] CVp 

GiL°u ùRôPo ùTÚdLj§û]d Ï±d¡\Õ, Cdát±û] 

A±ÜléoYUôL HtßdùLôs[ CVXôÕ, 0!  B]Õ ©tTÏ§«p 

TVuTÓYRôp 0!-u EiûUVô] U§lTô] 1-I RtúTôÕ 

YûWVû\VôL GÓjÕd ùLôsúYôm, 
RÚ® (Deduction) : 
  n ! = 1 × 2 × 3 × 4 × … × (n − 1) × n 
   = [1 × 2 × 3 ×  4 × … × (n − 1)]n 
   = [ ](n − 1)!  n 

  n! = n [ ](n − 1)!   
ERôWQUôL, 
  8 ! = 8(7 !) 

3.2.1 GiÔR−u A¥lTûPd ùLôsûLLs  

(Fundamental Principles of Counting): 
 ClTÏ§«p CWiÓ A¥lTûP ùLôsûLLû[ ®Yô§lúTôm, 

ARôYÕ áhP−u ùLôsûL Utßm ùTÚdL−u ùLôsûL, 

Cq®WiÓ ùLôsûLLÞm. Y¬ûN Uôt\eLû[Ùm. Utßm 

úNoÜLû[Ùm ùR°YôdÏYÕ UhÓUu± AYt±u BRôWUôLÜm 

Es[Õ, 

ùTÚdL−u A¥lTûPd ùLôsûL : 
 CÚ T¦L°p Juû\ m Y¯L°Ûm. AÓjR T¦«û] n 

Y¯L°Ûm ùNnV Ø¥ÙùU²p. ùRôPokR CÚ T¦Lû[Ùm m × n 

Y¯L°p ùNnV Ø¥Ùm, 

®[dLm : 
 ØRp T¦«û]f ùNnÕ Ø¥dÏm m Y¯L°p HúRàm JÚ 

Y¯ûV GÓjÕd ùLôsúYôm, RtúTôÕ ØRp T¦«u JÚ Y¯ûV 

GÓjÕ CWiPôYÕ T¦«u n Y¯Lû[ CûQjÕ ùUôjRm n 
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Y¯Ls ¡ûPdÏm, CqYô\ôL ØRp T¦«p Es[ JqùYôÚ 

Y¯dÏm CWiPôYÕ T¦ÙPu CûQdÏm ThNj§p n Y¯Ls 

¡ûPdÏm, B]ôp ØRp T¦dÏ m Y¯Ls Es[Rôp. CWiÓ 

T¦Lû[Ùm CûQjÕ ùUôjRm mn Y¯Ls ¡ûPdÏm, 

G,Lô, 3.6: JÚ YÏl©p 15 UôQYoLÞm 20 UôQ®LÞm Es[]o, 

JÚ ¨Lrf£dLôL JÚ UôQYû]Ùm. JÚ UôQ®ûVÙm YÏlTô£¬Vo 

úRokùRÓdL úYiÓùUu\ôp GjRû] Y¯L°p úRokùRÓdL 

CVÛm? 

¾oÜ : 
 CeÏ B£¬VÚdÏ CÚ T¦Ls Es[], 

(i) 15 UôQYoL°p JÚ UôQYû]j úRoÜ ùNnRp 
(ii) 20 UôQ®L°p JÚ UôQ®ûVj úRokùRÓjRp,  

 ØRp T¦«û] (úRo®û]) 15 Y¯L°Ûm. CWiPôYÕ 

T¦«û] 20 Y¯L°Ûm ùNnÕ Ø¥dLXôm, 

 G]úY ùTÚdL−u A¥lTûP ùLôsûL«uT¥ ùUôjR 

Y¯Ls 15 × 20 = 300 BÏm, 

áhP−u A¥lTûPd ùLôsûL : 
 CÚ T¦Lû[j R²jR²VôL NôoTt\ Øû\«p Øû\úV m, n 

Y¯L°p ùNnÕ Ø¥dL Ø¥ÙUô]ôp. ØRp T¦ ApXÕ CWiPôm 

T¦«û] (m + n)  Y¯L°p ùNnV Ø¥Ùm, 

G,Lô, 3.7: JÚ YÏl©p 20 UôQYoLÞm 10 UôQ®LÞm Es[]o, 

JÚ ¨Lrf£dLôL JÚ UôQYû]úVô ApXÕ JÚ UôQ®ûVúVô 

úRokùRÓdL úYiÓùU²p GjRû] Y¯L°p úRokùRÓdL Ø¥Ùm? 

¾oÜ : 

 CeÏ B£¬VÚdÏ CWiÓ®RUô] T¦L°p HúRàm JÚ T¦  

êXUôLl T¦«û] ¨û\Ü ùNnVXôm, 

 (i) 20 UôQYoL°p JÚ UôQYû]j úRoÜ ùNnRp (ApXÕ) 

   (ii) 10 UôQ®L°p JÚ UôQ®ûVj úRoÜ ùNnRp,  

 ØRp T¦ 20  Y¯L°Ûm CWiPôYÕ T¦ 10 Y¯L°Ûm 

ùNnVXôm, 

 áhP−u A¥lTûPd ùLôsûL«uT¥ CÚ T¦L°p 

HúRàm Juû\f ùNnÕ Ø¥dL 20 + 10 = 30 Y¯Ls Es[], 
 G]úY 30 Y¯L°p B£¬Vo JÚ UôQYû]úVô ApXÕ JÚ 

UôQ®ûVúVô úRokùRÓdL Ø¥Ùm, 
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G,Lô, 3.8: Ko Aû\dÏ 10 LRÜLs Es[], JÚYo. JÚ LRÜ Y¯VôL 

Esú[ ùNuß ©\ LRÜ Y¯VôL ùY°úV YWúYiÓùUu\ôp 

GjRû] Y¯L°p YWØ¥Ùm? 

¾oÜ : 
 10 LRÜLs Es[Rôp Esú[ ùNpX 10 Y¯Ls Es[], 

ùY°úV YW ©\ 9 LRÜLû[l TVuTÓjR úYiÓm, G]úY ùY°úV 

YÚYRtÏ 9 Y¯Ls Es[], BûLVôp JÚ LRÜ Y¯VôLf ùNuß 

Cuù]ôÚ LRÜ Y¯VôL ùY°úV YW 10 × 9 = 90 Y¯Ls Es[], 

G,Lô, 3.9: Be¡Xj§p Es[ GÝjÕLû[l TVuTÓj§ AojRØs[ 

ApXÕ AojRUt\ 3 ùYqúYß GÝjÕ YôojûRLs GjRû] 

EÚYôdL CVÛm? 

¾oÜ : 
 Be¡Xj§p Es[ ùUôjR GÝjÕLs = 26. EÚYôdLlTP 

úYi¥V 3 GÝjÕ YôojûR«u ØRp CPj§û] 26 Y¯L°p 

¨û\Ü ùNnVXôm, HtL]úY Es[ GÝjÕLs YWdáPôÕ GuTRôp 

CWiPôm CPj§û] 25 Y¯L°p ¨û\Ü ùNnVXôm, CúR úTôuß 

êu\ôYÕ CPj§û] ÁRØs[ 24 GÝjÕLs êXm 24 Y¯L°p 

¨û\Ü ùNnVXôm, 

 G]úY SUdÏ ¡ûPdÏm YôojûRL°u Gi¦dûL 

   = 26 × 25 × 24 = 15600 
G,Lô, 3.10: 
  1, 2, 3, 4 Utßm 5 B¡V CXdLeLû[d ùLôiÓ GjRû] 

êu±XdL GiLs EÚYôdL CVÛm? 

¾oÜ : 
 CeÏ JÚØû\ TVuTÓj§V Gi ÁiÓm TVuTÓjRXôm, G]úY 

1-m CXdL CPjûR 5 Y¯L°Ûm 10-m CXdL CPjûR 5 Y¯L°Ûm. 

100-m CXdL CPjûR 5 Y¯L°Ûm ¨û\Ü ùNnVXôm, 

 ∴ SUdÏ ¡ûPdÏm GiL°u Gi¦dûL = 5 × 5 × 5 = 125 

G,Lô, 3.11: JÚ úRoÜjRô°p 6 TpYônl× ®ûPV° ®]ôdLs 

Es[], C§p êuß ®]ôdLÞdÏ 4  Yônl×LÞm AÓjR êuß 

®]ôdLÞdÏ 5 Yônl×LÞm Es[],  6 ®]ôdLÞdÏm ®ûPV°dL 

GjRû] ®j§VôNUô] ùRôPWôL ®ûPV°dL CVÛm? 

¾oÜ : 
 CeÏ 6 ®]ôdLÞdÏ ®ûPV°dL úYiÓm,, ØRp Øuß 

®]ôdLÞdÏ Øû\úV 4 Y¯L°Ûm AÓjR êuß ®]ôdLÞdÏ 

Øû\úV 5 Y¯L°Ûm ®ûPV°dLXôm, 
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 G]úY ®ûPV°dÏm ®j§VôNUô] ùRôPoL°u Gi¦dûL  

    = 4 × 4 × 4 × 5 × 5 × 5 = 8000 
G,Lô, 3.12: 4, 5, 6, 7, 8 B¡V CXdLeLû[l TVuTÓj§ Gi 600dÏ 

úUXôL GjRû] êuß CXdL GiLs EÚYôdLXôm? 

¾oÜ : 
 CeÏ JúW CXdLj§û] ÁiÓm TVuTÓjRXôm, 600dÏ úUXôL 

CÚdL úYiÓùUuTRôp 100m CXdL CPj§p 6, 7, 8 B¡V 

CXdLeLû[ UhÓúU TVuTÓjRXôm, G]úY 100-m CXdL 

CPj§û] 3 Y¯L°p ¨û\Ü ùNnVXôm,  

 10-m CXdL CPj§û]Ùm 1-m CXdL CPj§û]Ùm 

ùLôÓdLlThP 5 CXdLeLû[Ùm ùLôiÓ ¨û\Ü ùNnVXXôm, 

G]úY 10m CXdL CPj§û] 5 Y¯L°Ûm. 1-m CXdL CPj§û] 5 
Y¯L°Ûm ¨û\Ü ùNnVXôm, 

 G]úY EÚYôÏm GiL°u Gi¦dûL  = 3 × 5 × 5 = 75 
G,Lô, 3.13: 5000 Utßm 6000dÏ CûP«p  5, 6, 7, 8, 9 B¡V 

CXdLeLû[l TVuTÓj§ 5-Bp YÏTÓm GiLs GjRû] Es[]? 

¾oÜ : 
 1000-m CXdL CPj§p 5 UhÓúU CÚdL CVÛm, 5-Bp YÏTP 

úYi¥VRôp. 1-m CXdL CPj§p 5 UhÓúU CÚdL CVÛm, 100-m  

CXdL CPj§Ûm. 10-m CXdL CPj§Ûm , 5, 6, 7, 8, 9 B¡V GkR 

CXdLeLû[Ùm TVuTÓjRXôm, 

G]úY 1000-m CXdL CPjûR 1 Y¯«Ûm 

  100-m CXdL CPjûR 5 Y¯L°Ûm 

  10-m CXdL CPjûR 5 Y¯L°Ûm 

  1-m CXdL CPjûR 1 Y¯«Ûm ¨û\Ü ùNnVXôm, 

G]úY ùUôjR GiLs =1 × 5 × 5 × 1 = 25 
G,Lô, 3.14: 4, 5, 6, 7, 8, 9 B¡V CXdLeLû[d ùLôiÓ 3 CXdL 

Jtû\lTûP GiLs ¸rdLôÔm ¨TkRû]dÏ EhThÓ GjRû] 

GÝRXôm? 

 (i) CXdLeLû[j §ÚmT TVuTÓjRp áPôÕ, 

 (ii) CXdLeLû[j §ÚmT TVuTÓjRXôm, 
¾oÜ : 
 Jtû\lTûPVôL CÚdL 1-m CXdL Gi 5, 7 ApXÕ 9BL CÚdL 

úYiÓm, G]úY 1-m CXdLj§û] 3 Y¯L°p GÝRXôm, 

 (i) CXdLeLû[ ÁiÓm TVuTÓjR Ø¥VôûUVôp 10-m CXdL 

CPjûRl ©\ 5 GiLs êXm 5 Y¯L°p ¨û\Ü ùNnVXôm,  

100-m CXdL CPjûR ÁiÓm Á§ Es[ 4 CXdLeLs êXm  

4 Y¯L°p ¨û\Ü ùNnVXôm, 



 88

 G]úY ùUôjR GiL°u Gi¦dûL  = 3 × 5 × 4 = 60 
 (ii) CXdLeLû[j §ÚmT TVuTÓjÕYRôp. 10-m CXdL 

CPj§û]Ùm 100-m CXdL CPj§û]Ùm Øû\úV 6 Y¯L°p 

¨û\Ü ùNnVXôm,  

 G]úY ùUôjR GiL°u Gi¦dûL  = 3 × 6 × 6 = 108 
T«t£ 3.2 

 1. JÚ YÏl©p 27 UôQYoLÞm 14 UôQ®LÞm Es[]o, 

B£¬Vo JÚ UôQYû]Ùm JÚ UôQ®ûVÙm JÚ 

úTôh¥dLôLj úRoÜ ùNnV úYiÓùU²p GjRû] 

Y¯L°p úRoÜ ùNnVXôm? 

 2. ùYqúYß ¨\eLû[d ùLôiP 7 ùLô¥Ls êXm JÚ 

AûPVô[j§tÏ CWiÓ ùLô¥Ls Ju\u©u Ju\ôL 

AûUÙmT¥ CÚdL úYiÓUô]ôp GjRû] ®j§VôNUô] 

AûPVô[eLs EÚYôdL CVÛm? 

 3. JÚYo JÚ LûP«p JÚ ûU úT]ô. EÚhÓl úT]ô Utßm 

JÚ ùTu£p YôeL ®Úm©]ôo, 10 ûU úT]ô YûLLs.  12 

EÚhÓlúT]ô YûLLs Utßm 5 ùTu£p YûLLs 

CÚkRôp úRûYVô]Ytû\j úRoÜ ùNnV GjRû] 

Y¯Lû[l TVuTÓjRXôm? 

 4. 12 UôQYoLs LXkÕ ùLôsÞm JÚ úTôh¥«p ØRp 3 

T¬ÑLû[ GjRû] Y¯L°p A°dLXôm? 

 5. 36 B£¬VoLû[d ùLôiP JÚ Lpí¬«p JÚ ØRpYo. 

JÚ ÕûQ ØRpYo Utßm JÚ ùTôßlTô£¬VûWj 

úRokùRÓdL GjRû] Y¯L°p Ø¥Ùm? 

 6. JÚ úRoÜj Rô°p 6 TpYônl× ®ûPV° ®]ôdLs 

Es[], C§p êuß ®]ôdLÞdÏ 4 Yônl×Ls Utßm 

AÓjR 3 ®]ôdLÞdÏ 2  Yônl×Ls Es[], 6 

®]ôdLÞdÏm ®ûPV°dL ®j§VôNUô] GjRû] 

ùRôPWôL ®ûPV°dL CVÛm? 

 7. 500 Utßm 1000-dÏ CûP«p JúW JÚ CXdLm UhÓm 8BL 

CÚdÏmT¥ GjRû] GiLs Es[]? 

 8. (i) 1-m CXdL Gi éf£Vªu± CXdLeLs ÁiÓm 

TVuTÓjRôUp 

  (ii) 1-m CXdL Gi éf£Vªu± CXdLeLs ÁiÓm 

TVuTÓj§ GjRû] 5 CXdL Gi ùTVol TXûLLs 

RVô¬dLXôm? 
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 9. 2, 3, 0, 7, 9, 5 B¡V CXdLeLû[ JÚØû\ TVuTÓj§ 

GjRû] 6 CXdL GiLs EÚYôdL CVÛm? 

 10. 1000dÏ Ïû\Yô]RôL 0, 3, 5, 7 B¡V CXdLeLû[ JÚØû\ 

TVuTÓj§ GjRû] Jtû\lTûP GiLs EÚYôdL 

CVÛm? 

 11. JÚ úRoYo. 5 N¬/RYß YûL ®]ôdLû[ GjRû] 

YûLL°p ®ûPV°dLXôm? 

 12. GjRû] 4 CXdL GiLs Es[]? 

 13. (i) JúW GÝjûR ÁiÓm TVuTÓj§Ùm 

  (ii) JúW GÝjûR ÁiÓm TVuTÓjRôUÛm 

  a, b, c, d, e  B¡V GÝjÕL[ôXô] 3 GÝjÕ YôojûRLs 

GjRû] Es[Õ? 

 14. JÚ SôQVj§û] 5 Øû\ ÑiÓm úTôÕ ¡ûPdÏm 

ùY°ÂÓLû[l T§Ü ùNnRôp GjRû] ®RUô] T§ÜLs 

¡ûPdL Yônl× Es[Õ? 

3.2.2 Y¬ûN Uôt\eL°u LÚj§Vp : 
 Y¬ûN Uôt\m GuTÕ úRokùRÓjÕ Y¬ûNlTÓjÕYÕ BÏm, 

ERôWQUôLd ùLôÓdLlThP a, b, c Gu\ 3 GÝjÕL°−ÚkÕ JÚ 

RPûYdÏ 2 GÝjÕLû[j úRoÜ ùNnV úYiÓm G]d ùLôsL, 

AûY ab, ba, bc, cb, ac, ca BÏm, ARôYÕ 3 GÝjÕL°−ÚkÕ JÚ 

RPûYdÏ 2 GÝjÕL[ôL 6 Y¬ûN Uôt\eLs ùNnVXôm, CRû]  

3P2 = 6 G] GÝRXôm, 

YûWVû\ : 

 n ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[ GÓjÕ Y¬ûNlTÓjÕm 

®ReL°u Gi¦dûLûV. n ùTôÚhL°−ÚkÕ JÚ úSWj§p r 
ùTôÚhLû[ GÓdÏm Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL G]Xôm, 

Ï±ÂÓ : 

 n, r GuTûY ªûL ØÝ GiL[ôL CÚkÕ 1≤ r ≤ n G] 

CÚdÏUô]ôp. n ùTôÚhL°−−ÚkÕ JÚ úSWj§p r ùTôÚhLû[ 

GÓdÏm Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûLûV P(n, r) ApXÕ nPr Gu\ 

Ï±Âh¥]ôp Ï±l©PXôm, Sôm nPr Guú\ Ï±l©ÓúYôm, 

Ï±l× : ùTôÚhLs NUUôL CÚkÕ Y¬ûN Uô±«ÚkRôp ARû] 

úYß Y¬ûN Uôt\UôLd LÚRlTÓm, 
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G,Lô, 3.15: E  Gu\ GÝjÕ ØRp GÝjRôL CÚkÕ A, E, I, O, U B¡V 

GÝjÕLû[l TVuTÓj§ 3 GÝjÕLs GÓjRôp ¡ûPdÏm Y¬ûN 

Uôt\eLû[ GÝÕL, 

¾oÜ : 

 EAI, EIA, EIO, EOI, EOU, EUO, EAO, EOA, EIU, EUI, EAU, EUA. 
 ùUôjRm 12 Y¬ûN Uôt\eLs EiÓ, 

úRt\m 3.1: 

 n, r Gu\ ªûL ØÝ GiLû[ 1 ≤ r ≤ n Gu\ ¨TkRû]dÏ 

EhThÓ GÓjÕd ùLôsúYôm, n ùYqúYß ùTôÚhL°−ÚkÕ JúW 

úSWj§p r ùTôÚhLû[ GÓjRôp ¡ûPdLdá¥V Y¬ûN Uôt\eLs 

n(n − 1) (n − 2)… ( )n − r −1
−−−

   BÏm, 

 ARôYÕ   nPr = n(n − 1) (n − 2) … ( )n − r −1
−−−

   

¨ìTQm : 
 úRûYVô] Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL GuTÕ r Lô−Vô] 

CPeLû[ n ùTôÚhLû[d ùLôiÓ ¨Wl×YÕ BÏm, 

                       …       

 1 2 3  r 
 ØRp CPjûR n ùTôÚhL°−ÚkÕ GûYúVàm JÚ ùTôÚs 

ùLôiÓ n YûLL°p ¨WlTXôm, 

 CWiPôYÕ CPjûR Á§Ùs[ (n − 1)  ùTôÚhL°−ÚkÕ  

    GûYúVàm JÚ ùTôÚû[d ùLôiÓ (n−1)  YûLL°p ¨WlTXôm, 

 êu\ôYÕ CPjûR Á§Ùs[  (n − 2) ùTôÚhL°−ÚkÕ  

    GûYúVàm JÚ ùTôÚû[d ùLôiÓ ¨WlTXôm, 

 CqYô\ôL ØRp êuß CPeLû[ n(n − 1) (n − 2) Y¯L°p 

¨WlTXôm, CúR úTôuß r CPeLû[  

 n(n − 1) (n − 2)… r LôW¦Ls (ARôYÕ) 

 n(n − 1) (n − 2) …  ( )n − r −1
−−−

  YûLL°p ¨WlTXôm, 

 ∴ nPr = n(n − 1) (n − 2) … ( )n − r −1
−−−

   = n(n − 1) (n − 2) … (n − r + 1) 
úRt\m 3.2: 

 n, r GuTûY 1 ≤ r ≤ n Gu\ ¨TkRû]dÏ EhThP ªûL ØÝ 

GiL[ô]ôp. nPr = 
n!

(n − r)!
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¨ìTQm : 

 nPr = n(n − 1) (n − 2) … ( )n − r −1
−−−

   

  = 
n(n − 1) (n − 2)… ( )n − r −1

 −−−
   (n − r) ( )n − r +1

 −−−
 …2.1

(n − r) ( )n − r +1
 −−−

  … 2.1
    

   = 
n!

(n − r)!
  

úRt\m  3.3: 
 n ùYqúYß ùTôÚhL°−ÚkÕ JúW úSWj§p GpXôYt±û]Ùm 

GÓjRôp ¡ûPdÏm Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL n!  BÏm, 

¨ìTQm : nPr = n(n − 1) (n − 2) … ( )n − r −1
 −−−

   

 r =  n G]l ©W§«hPôp  nPn=n(n − 1) (n − 2) … ( )n − n −1
 −−−

   

    = n(n − 1) (n − 2) …( )n − n −1
 −−−

   
    = n(n − 1) (n − 2) … 1 
    = n! 
  ∴ nPn = n! 
Ï±l×ûW : 0! = 1 G] HtL]úY GÓjÕd ùLôiúPôm, CRû]j 

RtúTôÕ ¨ì©dLXôm, 

  nPr = 
n!

(n − r)!
  GuTRû] A±úYôm 

r  =  n G]l ©W§«hPôp      nPn = 
n!

(n − n)!
  

  ⇒   n! = 
n!
0!    (Q nPn  = n!) 

  ⇒ 0! = 
n!
n!   =  1 

    0! = 1 
G,Lô, 3.16: 8P3-u U§l× LôiL 

¾oÜ :  8P3 = 
8!

(8 − 3)!
   =  

8!
5!  = 

(8 × 7 × 6) × 5!
5!   

    = 8 × 7 × 6 
    = 336 
G,Lô, 3.17 : 5Pr  = 6Pr−1 G²p r-u U§l× LôiL, 
¾oÜ :  5Pr  = 6Pr−1 

  ⇒ 
5!

(5 − r)!
  = 

6!

( )6 − r − 1
 −−−

 !
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  ⇒ 
5!

(5 − r)!
  = 

6 × 5!
(7 − r)!

  

  ⇒ 
5!

(5 − r)!
  = 

6 × 5!
{(7 − r) (6 − r)} (5 − r)!

  

  ⇒ 1 = 
6

(7 − r) (6 − r)
  

  ⇒ (7 − r) (6 − r) = 6    ⇒   42 − 7r − 6r + r
2− 6  =  0 

  ⇒ r
2
 − 13r + 36 = 0    ⇒   (r − 9) (r − 4)  =  0 

  ⇒ r  = 9  or  r   =  4 

  ⇒ r = 4      (Q 5Pr  AojRØs[RôL CÚdL r ≤ 5) 

G,Lô, 3.18:   nP4 = 360 G²p n-u U§l× LôiL, 

¾oÜ :  nP4 = 360    ⇒     
n !

(n − 4) !
  = 6 × 5 × 4 × 3 

  ⇒ 
n !

(n − 4) !
  = 

6 × 5 × 4 × 3 × 2!
2!    =  

6!
2!  

  ⇒ n! = 6! 

  ⇒ n = 6 
G,Lô, 3.19:   9Pr  =  3024 G²p r-u U§l× LôiL, 

¾oÜ :  9Pr = 3024 

  ⇒  = 9 × 8 × 7 × 6 = 9P4 

  ⇒ r = 4 
G,Lô, 3.20:  (n − 1)P3 : nP4  =  1 : 9 G²p n-u U§l× LôiL, 

¾oÜ : (n − 1)P3 : nP4 = 1 : 9 

 ⇒ (n − 1) (n − 2) (n − 3) : n(n − 1) (n − 2) (n − 3) = 1 : 9 

 ⇒ i.e. 9(n − 1) (n − 2) (n − 3) = n(n − 1) (n − 2) (n − 3) 

 ⇒ n = 9 
G,Lô, 3.21:  5 ÏZkûRLs JÚ ¡ë Y¬ûN«p ¨tL GjRû] ®ReLû[d  

ûLVô[Xôm? 

¾oÜ : 5 ÏZkûRLû[ JÚ úSo Y¬ûN«p ¨tL ûYdÏm ®ReL°u 

Gi¦dûLÙm. 5 ®j§VôNUô] ùTôÚhL°−ÚkÕ JúW úSWj§p 

Aû]jÕl ùTôÚhLû[Ùm GÓdÏm Y¬ûN Uôt\eL°u 

Gi¦dûLÙm NUm, 

 G]úY ®ReL°u Gi¦dûL  = 5P5 = 5!  = 120 
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G,Lô,3.22: ®j§VôNUô] ¨\eL°p Es[ 6 ùLô¥Lû[l TVuTÓj§ 

GjRû] ®ReL°p AûPVô[eLû[  (signals) EÚYôdL CVÛm? 

¾oÜ : 
 1, 2, 3, 4, 5 ApXÕ 6 ùLô¥Lû[l TVuTÓj§ ®R®RUô] 

AûPVô[eLû[ EÚYôdLXôm, 6 ùLô¥L°p JúW úSWj§p r 
ùLô¥Lû[ GÓlTRôp EÚYôÏm Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL 

6Pr BÏm,  

 G]úY áhP−u A¥lTûPd ùLôsûL«uT¥. ùUôjR 

AûPVô[eL°u Gi¦dûL  
  = 6P1 + 6P2 + 6P3 + 6P4 + 6P5 + 6P6  

  = 6 + (6 × 5) + (6 × 5 × 4) + (6  × 5 × 4 × 3) + (6 × 5 × 4 × 3  × 2)  

   + (6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1) 
  = 6 + 30 + 120 + 360 + 720 + 720  = 1956 
G,Lô, 3.23: ‘NUMBER’ Gu\ YôojûR«Ûs[ GÝjÕL°−ÚkÕ 

AojRØs[ ApXÕ AojRUt\ 4 GÝjÕ YôojûRLû[ EÚYôdL 

CVÛm? 

¾oÜ : ‘NUMBER’ Gu\ YôojûR«p Es[ GÝjÕL°u Gi¦dûL 

6 BÏm, G]úY 4 GÝjÕ YôojûRL°u Gi¦dûLÙm 6 

ùTôÚhL°−ÚkÕ JúW úSWj§p 4 ùTôÚhLs GÓdÏm Y¬ûN 

Uôt\eL°u Gi¦dûLÙm  NUm, 

YôojûRL°u Gi¦dûL = 6P4 = 360 

G,Lô, 3.24: JÚ ÏÓmTj§p Es[ 4 NúLôRWoLs Utßm  3 

NúLôR¬Lû[ Y¬ûNVôL EhLôW ûYjÕ GjRû] ®ReL°p 

¸rdLôÔm ¨TkRû]dÏ EhThÓ ¨ZtTPm GÓdL CVÛm? 

 (i) GpXô NúLôR¬LÞm ùRôPokÕ EhLôW úYiÓm, 

 (ii) GpXô NúLôR¬LÞm ùRôPokÕ EhLôWd áPôÕ, 

¾oÜ :  (i)3 NúLôR¬Lû[Ùm ©¬dL Ø¥VôRRôp. AYoLû[ JúW 

ùTôÚ[ôLd ùLôs[ úYiÓm,  

 4 NúLôRWoLÞPu CYoLû[f úNodÏmúTôÕ ùUôjRm 5 

Gi¦dûLdÏf NUUô¡\Õ, 

 G]úY CkR IYûWÙm 5! Gi¦dûL«p AUW ûYdLXôm, 

 C§Ûs[ JqùYôÚ Y¬ûN«Ûm 3 NúLôR¬LÞm ùRôPokÕ 

AUokÕs[ôoLs GuTûRd LY²dLÜm, CYoLû[j RUdÏs 3! 
®ReL°p AUokÕ ùLôs[Xôm, 

 G]úY ùUôjR ®ReL°u Gi¦dûL = 5! × 3! = 120 × 6 = 720 
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 (ii) GkR®R ¨TkRû]«u± 7 úTûW Y¬ûNVôL EhLôW ûYdÏm 

Y¬ûNLs = 7! = 5040 
 GpXô NúLôR¬LÞm ùRôPokÕ EhLôW ûYdÏm Y¬ûNL°u 

Gi¦dûL = 720 
 G]úY NúLôR¬Ls 3 úTÚm ùRôPokÕ EhLôWôR YûL«p 

EÚYôdÏm Y¬ûNL°u Gi¦dûL =  5040 − 720  = 4320 

3.2.3  TXØû\ YÚm ùTôÚhL°u Y¬ûN Uôt\eLs 
(Permutations of objects not all distinct) : 
 n ùTôÚhL°p (JúW úSWj§p AjRû]Ùm GÓdÏm úTôÕ 

EÚYôÏm Y¬ûN Uôt\eL°p) p ùTôÚhLs JúW Uô§¬VôLÜm q 

ùTôÚhLs Cuù]ôÚ Uô§¬VôLÜm Es[] G]d ùLôsúYôm, 

CeÏ p + q = n, ClúTôÕ n ùTôÚhL°−ÚkÕ JúW úSWj§p 

AjRû]Ùm GÓdÏm úTôÕ EÚYôÏm Y¬ûN Uôt\eL°u 

Gi¦dûL  =  
n!

p! q!  

G,Lô, 3.25: ‘APPLE’ Gu\ YôojûR«Ûs[ GÝjÕLû[ 

Uôt±VûUjÕ GjRû] YôojûRLû[ EÚYôdLXôm? 

¾oÜ : ùLôÓdLlThP ùNôp−p 5 GÝjÕLs Es[], CYt±p P 

Gu\ GÝjÕ 2 Øû\Ùm A, L, E  Gu\ GÝjÕLs RXô JÚØû\Ùm 

YkÕs[Õ, 
 G]úY ¡ûPdÏm Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL. ARôYÕ 

 YôojûRL°u Gi¦dûL =  
5!

2! 1! 1! 1!   =  
5!
2!  = 

120
2    =  60 

G,Lô, 3.26: 1, 2, 3, 4, 3, 2, 1 B¡V CXdLeLû[l TVuTÓj§ 

Jtû\lTûP CXdLeLs Jtû\lTûP CPj§p YÚUôß GjRû] 

GiLû[ EÚYôdLXôm? 

¾oÜ : CeÏ 1, 1, 3, 3 B¡V Jtû\lTûP CXdLeLÞm 4 Jtû\lTûP 

CPeLÞm Es[] (7 CXdL GiQôL CÚlTRôp) G]úY 

Jtû\lTûP CXdLeLû[  
4!

2! 2!  Y¯L°p ¨û\Ü ùNnVXôm, 

 CúR úTôuß ÁRØs[ CWhûPlTûP CXdLeL[ô] 2, 2, 4 

B¡VYtû\l TVuTÓj§ 3 CWhûPlTûP CPeLû[ 
3!
2!  Y¯L°p 

¨û\Ü ùNnVXôm, ùTÚdL−u A¥lTûPd ùLôsûL«uT¥ 

LQd¡ÓmúTôÕ ùUôjR Y¯L°u Gi¦dûL  

  =  
4!

2! 2!   × 
3!
2!   =  6 × 3 = 18 
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G,Lô, 3.27: “MATHEMATICS”  Gu\ YôojûRL°Ûs[ GÝjÕLû[ 

Uôt±VûUjÕ GjRû] YôojûRLû[ EÚYôdLXôm? 

¾oÜ : 
 ‘MATHEMATICS’ Gu\ YôojûR«p 11 GÝjÕLs Es[], M, A, T 
Gu\ GÝjÕLs RXô 2 Øû\ YkÕs[Õ, ©\ GÝjÕLs Aû]jÕm 

JÚØû\ YkÕs[Õ, 

 ®j§VôNUô] YôojûRL°u Gi¦dûL = 
11!

2! × 2! × 2!
   =  4989600 

3.2.4 ùTôÚhLs ÁiÓm JúW CPj§p CPmùTßYûR Htßd 

ùLôsÞm Y¬ûN Uôt\eLs : 
(Permutations when objects can repeat)  
 ¸rdLôÔm ERôWQjûR GÓjÕd ùLôsúYôm, 

 “3 áûPLÞdÏ 2 TkÕLû[ GjRû] Y¯L°p T¡okÕ 

A°dLXôm?” 
 A, B Gu\ TkÕLû[ GÓjÕd ùLôsúYôm, ¸rdLôÔm Y¯L°p 

Sôm ¨û\Ü ùNnVXôm, 

  áûP 1 áûP 2 áûP 3 

  A  B     

  B  A     

     A  B  

     B  A  

  A     B  

  B     A  

        AB  

  AB        

     AB     

 i.e.  9 Y¯Ls Es[], CRû] nr = 32 = 9 Gußm LiÓ©¥dLXôm, 

 CeÏ nr GuTÕ n CPeLÞdÏ r ùTôÚhLû[ ÁiÓm 

ùLôÓdLXôm Gu\ Øû\«p LQd¡PlThÓs[ Y¯L°u 

Gi¦dûLVôÏm, 
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G,Lô, 3.28: 3 áûPLÞdÏ 5 TkÕLû[ GjRû] Y¯L°p 

T¡okR°dLXôm? 

¾oÜ : 
 3 CPeLÞm 5 ùTôÚhLÞm Es[T¥Vôp Y¯L°u Gi¦dûL 

 = 3
5
  = 243 

G,Lô, : 3.29 : 4 UôQYoLÞdÏ 3 T¬ÑLû[ ¸rdLôÔm  

¨TkRû]LÞdÏ EhThÓ GjRû] Y¯L°p ¨û\Ü ùNnVXôm? 

 (i) GkRùYôÚ UôQYàm JußdÏ úUXô] T¬Ñ ùTßRp 

áPôÕ, 
 (ii) JÚ UôQYu GjRû] T¬ÑLs úYiÓUô]ôÛm 

ùT\Xôm, 

 (iii) GkRùYôÚ UôQYàm Aû]jÕl T¬ÑLû[Ùm ùTßRp 

áPôÕ, 

¾oÜ : 
 (i) 4 UôQYoLÞdÏ 3 T¬ÑLû[ (§ÚmT ¡ûPdLôR YûL«p)  

4P3  = 4! = 24 Y¯L°p ùLôÓdLXôm, 
 (ii) 4 UôQYoLÞdÏ 3 T¬ÑLû[ (§ÚmT ùLôÓdÏm YûL«p)  

nr= 43 = 64 Y¯L°p ùLôÓdLXôm, 

 (iii) 3 T¬ÑLÞm JúW UôQYàdÏd ¡ûPdL 4 Y¯Ls Es[], 

G]úY Aû]jÕ T¬ÑLÞm JúW UôQYu ùT\ôR YûL«p  

64 − 4 = 60 Y¯L°p ùLôÓdLXôm, 

3.2.5 YhP Y¬ûN Uôt\eLs (Circular permutations): 
 CÕYûW JúW úSodúLôh¥u Y¥®p Y¬ûN Uôt\eLû[l 

TôojúRôm, ClúTôÕ YhP Y¥®p ùTôÚhLû[ 

Y¬ûNlTÓjÕRûXl TôodLXôm, YhP Y¥®p ØRp CPØm LûP£ 

CPØm Guß Juß ¡ûPVôÕ, 

 úSodúLôh¥u Y¥®p AûUkR Y¬ûN Uôt\eLû[ G°V Y¬ûN 

Uôt\m ApXÕ JÚT¥ Y¬ûN Uôt\m G]Xôm, YhP Y¥®p 

AûUkR Y¬ûN Uôt\eLû[ YhP Y¬ûN Uôt\m ApXÕ ê¥V 

Y¬ûN Uôt\m G]Xôm, 

úRt\m 3.4:  ùYqúY\ô] n ùTôÚhL°u YhP Y¬ûN Uôt\eL°u 

Gi¦dûL (n − 1)! BÏm, 
¨ìTQm : ùYqúY\ô] n ùTôÚhLû[ a1,    a2, … ,   an−1,  an GuL, 

 YhP Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûLûV x GuL, 
 TPj§p Lôh¥Ùs[T¥ JÚ Y¬ûN Uôt\j§û] GÓjRd 

ùLôsúYôm, 
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 CkR YhP Y¬ûN Uôt\Uô]Õ ¸r 

Es[Yôß n JÚT¥ Y¬ûN Uôt\j§û] 

ùLôÓd¡\Õ, 

a1, a2, a3,  … , an − 1, an 

a2, a3, a4,  … , an , a1 
a3, a4, a5,  … , a1, a2 
… … … … 
… … … … 
an, a1, a2,    … ,  an − 2 , an − 1 

 

 
Fig. 3. 1 

 G]úY JqùYôÚ YhP Y¬ûN Uôt\Øm n JÚT¥ Y¬ûN 

Uôt\j§û]d ùLôÓd¡\Õ, 

 B]ôp Sôm x YhP Y¬ûN Uôt\eLs Es[RôL GÓjÕsú[ôm, 

 G]úY. ùUôjR JÚT¥ Y¬ûN Uôt\eLs xn BÏm, 
 B]ôp n ùTôÚhL°p JúW úSWj§p n ùTôÚhLû[ 

GÓdÏmúTôÕ ¡ûPdLdá¥V JÚT¥ Y¬ûN Uôt\eLs n!  BÏm, 
  ∴ xn = n! 

  ⇒ x = 
n!
n   

   x = (n − 1) ! 
 ∴ n ùTôÚhL[ôp ¡ûPdLdá¥V YhP Y¬ûN Uôt\eL°u 

Gi¦dûL (n − 1)!  BÏm, 
Ï±l× : úUtÏ±l©hP úRt\j§p YXgÑ¯VôLÜm (clockwwise), 
CPgÑ¯VôLÜm (anti-clockwise) GÓdLlTÓm Y¬ûNLû[ 

ùYqúY\ôLd LÚRlTÓm, 

YXgÑ¯ Utßm CPgÑ¯ Y¬ûNL°u úYßTôÓLs : 
 ¸rdLôÔm YhP Y¬ûN Uôt\eLû[ GÓjÕd ùLôsúYôm: 

 
TPm  3. 2 

 
TPm 3. 3 

 CÚ TPeL°−ÚkÕm YhP Y¬ûN AûUlûT a1, a2, a3, a4 G] 

GÓjÕd ùLôs[Xôm, B]ôp TPm (3.2)p Y¬ûNVô]Õ 
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CPgÑ¯VôLÜm. TPm (3.3)p YXgÑ¯VôLÜm CÚlTûRd LôiL, 

G]úY CPgÑ¯ Utßm YXgÑ¯ CWiÓm Es[Pe¡V YhP 

Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL (n − 1)! BÏm, C§p Ñ¯ûVd 

LQd¡p ùLôs[ôUp GÓjRôp ¡ûPdLdá¥V YhP Y¬ûN 

Uôt\eLs 
1
2  (n − 1)!  BÏm, 

G,Lô, 3.30:   
  (i) JúW úLôh¥p (ii) YhP Y¥®p. 10 úTûW EhLôW ûYdL 

GjRû] Y¯Lû[d ûLVô[Xôm? 

¾oÜ : 
 (i) JúW úSodúLôh¥p EhLôW ûYdL Es[ Y¯Ls = 10P10 =  10! 

 (ii) YhP Y¥®p EhLôW ûYdL Es[ Y¯Ls = (10 − 1)! =  9! 

G,Lô, 3.31: 7 U¦Lû[l TVuTÓj§ JÚ Yû[Vj§û] EÚYôdL 

GjRû] Y¯Ls Es[]? 

¾oÜ : 
 CeÏ Yû[Vj§û] EÚYôdÏYRôp Ñ¯«û]j R®ojÕ ®PXôm, 

G]úY Y¯L°u Gi¦dûL = 
1
2  (7 − 1)!  = 

6!
2   =  360 

G,Lô, 3.32: JÚ YhP úUûN«p 5 BiLs Utßm 5 ùTiLs. 

CWiÓ ùTiLs ùRôPokÕ EhLôWôRT¥ AUW úYiÓUô]ôp. 

GjRû] Y¯Lû[d ûLVô[Xôm? 

¾oÜ : 

 BiLû[ YhP Y¥®p EhLôW ûYdL Y¯Ls (5 − 1)! = 4! 

 ClúTôÕ ùTiLû[5! Y¯L°p úRokùRÓjÕ AUW ûYdLXôm, 

 G]úY ùUôjR Y¯Ls = 4! × 5! = 24 × 120 = 2880 

G,Lô, 3.33: ùLôÓdLlThP 8 édL°p Ï±l©hP 4 édLû[j 

ùRôPof£VôLl TVuTÓj§ GjRû] Y¯L°p UôûXVôLj 

ùRôÓdLXôm? 

¾oÜ : ùRôPof£VôLl TVuTÓjR úYi¥V 4 édLû[ Ju\ôLd 

ùLôsL, G]úY LQd¸h¥uúTôÕ 5 édLs CÚlTRôLd 

ùLôs[Xôm, CRû]d ùLôiÓ UôûXVôLj ùRôÓdL 4! Y¯Ls 

Es[], B]ôp ùRôPof£VôL Es[ édLû[4! Y¯L°p 

ùRôÓdLXôm, 

 CWiÓ Y¯Lû[Ùm CûQjÕ ùUôjR Y¯Ls =  4 ! × 4 ! = 576 
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T«t£ 3.3 
 1. ©uYÚY]Yt±u U§l×dLû[d LôiL: 

   (i) 5P3 (ii) 15P3 (iii) 5P5 (iv) 25P20 (v) 9P5 

 2. nP4 = 20 . nP3 BL CÚl©u n-u U§l× LôiL, 

 3. 10Pr = 5040 G²p r-u U§l× VôÕ? 

 4. 56P(r + 6)   : 54P(r + 3)   =  30800  :  1 G²p. r-u U§l©û]d LôiL, 

 5. Pm GuTÕ mPm-I Ï±dÏUô]ôp    

   1 + 1.P1 + 2.P2 + 3.P3 + …+ n.Pn = (n + 1)!  G] ¨ì©dL, 

 6. nPr = (n − 1)Pr + r . (n − 1)P(r − 1)  G] ¨ì©dL, 

 7. SôuÏ NhûPLÞm, 5 LôpNhûPLÞm. 6 ùRôl©LÞm Es[], 

CRû] 3 SToLs GjRû] Y¯L°p A¦VXôm? 

 8. ‘LOGARITHMS’ Gu\ YôojûR«p Es[ GÝjÕLû[ ÁiÓm 

CPmùT\ôRYôß GjRû]  4 GÝjÕ AojRØs[ ApXÕ 

AojRUt\ YôojûRLs EÚYôdLXôm? 

 9. JqùYôÚ CXdLØm Jtû\lTûPVôL CÚkÕ ùYqúYß 

CXdLeL[ôXô] GjRû] 3 CXdL GiLs EÚYôdL CVÛm? 

 10. CXdLeLs 2, 3, 4, 5 B¡VYtû\  Aû]jÕm JúW úSWj§p 

TVuTÓj§ GjRû] GiLs EÚYôdLXôm? 

 11. ‘MISSISSIPPI’ Gu\ YôojûR«Ûs[ GÝjÕLû[l TVuTÓj§ 

GjRû] ®j§VôNUô] YôojûRLs GÝRXôm? 
 12. (i) ‘HARYANA’ Gu\ YôojûRL°Ûs[ GÝjÕLû[l 

TVuTÓj§ GÝÕm ®j§VôNUô] YôojûRL°u 

Gi¦dûL Gu]? 
   (ii) CqYôojûRL°p HI ØRp GÝjRôLÜm N-I LûP£ 

GÝjRôLÜm EûPVûY GjRû]? 
 13. CXdLeLû[ ÁiÓm TVuTÓjRXôm Gu\ YûL«p GjRû] 4 

CXdL GiLs Es[]? 

 14. IkÕ ®RUô] úUô§WeLû[ 4 ®RUô] ®WpL°p GjRû] 

Y¯L°p A¦VXôm? 

 15. GhÓ UôQYoLû[ (i) JúW úLôh¥p (ii) YhP Y¥®p. EhLôW 

ûYdL úYiÓUô]ôp GjRû] Y¯L°p Ø¥Ùm? 
 16. JúW Uô§¬Vô] CÚTÕ édLs Es[ UôûXûV GjRû] 

Y¯L°p ùRôÓdLXôm? 
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3.3 úNoÜLs (Combinations) : 
 úNoÜLs GuTÕ úRokùRÓlTRôÏm, ERôWQUôL a, b Utßm c-

«−ÚkÕ ab, bc, ac Gu\ êuß ®j§VôNUô] Øû\«p 2 

GÝjÕLû[j úRokùRÓdLXôm, Ï±lTôL CeÏ Y¬ûN Uôt\j§û]d 

LQd¡p ùLôsY§pûX, ARôYÕ ab Utßm ba CWiÓm JúW úRoÜ 

BÏm, 

YûWVû\ : 
 n ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[j úRokùRÓdÏm Y¯Øû\ 

úNoÜ BÏm, 

 n ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[j úRokùRÓdÏm Y¯L°u 

Gi¦dûL«û] nCr ApXÕ C(n,r) ApXÕ 


n

r   G]d Ï±l©PXôm, 

Sôm nCr Guú\ TVuTÓjÕúYôm, 

 G]úY  nCr = n ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[j úRokùRÓdÏm 

Y¯L°u Gi¦dûL 

Y¬ûN Uôt\j§tÏm. úNoÜdÏm CûPúVVô] úYßTôÓLs: 
 1. úNo®p úRoÜ UhÓúU LQd¡p ùLôs[lTÓm, Y¬ûN 

Uôt\j§p úRoÜ UhÓªu± ARu Y¬ûNÙm LQd¡p 

ùLôs[lTÓm, 

 2. ùTôÕYôL Y¬ûN Uôt\eL°u Gi¦dûL úNo®u 

úRoÜL°u Gi¦dûLûV ®P áÓRXôL CÚdÏm, 

 3. JqùYôÚ úNoÜm TX Y¬ûN Uôt\eLÞdÏj ùRôPoTô]Õ, 

n ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[j úRoÜ ùNnÙm úNoÜ: 
úRt\m 3.5: 
 n  ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[j úRoÜ ùNnÙm úNoÜL°u 

Gi¦dûL nCr  =  
n!

(n − r) ! r!
  BÏm, 

¨ìTQm : 
 n ùYqúYß ùTôÚhL°−ÚkÕ JúW úSWj§p r ùTôÚhLû[j 

úRokùRÓdÏm úNoÜL°u Gi¦dûLûV nCr GuL, 
 JqùYôÚ úNo®Ûm r ùTôÚhLs Es[], CûYLû[ Y¬ûN 

Uôt\j§tÏ EhTÓj§]ôÛm úNoÜ UôßY§pûX, 

 ∴ 1 úNo®p Es[ ùTôÚhL[ôp r !  Y¬ûN Uôt\eLs ¡ûPdÏm, 
 G]úY nCr úNoÜL°p êXm nCr × r! Y¬ûN Uôt\eLs ¡ûPdÏm, 

 B]ôp CûY n ùTôÚhL°−ÚkÕ r ùTôÚhLû[ GÓdÏm Y¬ûN 

Uôt\eL°u Gi¦dûL BÏm, 
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 ARôYÕ  nCr . r ! = nPr 

   ∴ nCr = 
nPr
r!   

    = 
n!

(n − r)! r!
  



Q nPr = 

n!
(n − r)!

  

Ti×Ls:   (1) nCn = 1       (2) nC0  = 1         (3) nCr  = nCn − r       0 ≤ r ≤ n 
¨ìTQm : 

 (1)  nCr = 
n!

(n − r)! r!
  GuTûR A±úYôm 

  r = n G²p. nCn = 
n!

(n − n)! n!
  = 

n !
0! n!  

    = 1  
 (2) r = 0 G²p 

   nC0 = 
n!

(n − 0) ! 0!
   =  

n !
n!    =  1 

 (3)  nCn − r = 
n!

(n − r)! ( )n − n − r
 −−−−

!

  = 
n!

(n − r)! r!
  

    = nCr 

Ï±l× : úUtÏ±l©hP Ti©û] ¸rdLiPYôß YûWVßdLXôm : 
 ARôYÕ x Utßm y GuTûY Ïû\Vt\ GiL[ô«ÚkÕ  
 x + y = nBL CÚdÏUô]ôp nCx = nCy 

(4)  n, r GuTûY ªûL ØÝ GiL[ôLÜm r ≤ n GàUôßm CÚl©u  
  nCr + nC(r − 1)  = (n+1)Cr BÏm, 
¨ìTQm : 

  nCr + nC(r − 1) = 
n!

(n − r)! r!
   + 

n!

 ( )n − r − 1 
−−−−

! (r − 1)!
  

    = 
n!

(n − r)! r!
   +  

n!
(n − r + 1) ! (r − 1)!

  

    = 
n!

(n − r) ! r{(r − 1)!}
   +  

n!
(n − r + 1) {(n − r)! (r − 1)!}

  

    = 
n!

(n − r)! (r − 1)!
     







1

r  +  
1

n − r + 1
  

    = 
n!

(n − r)! (r − 1)!
    







n − r + 1 + r

r(n − r + 1)
  

    = 
n!

(n − r)! (r − 1)!
    







n + 1

r(n − r + 1)
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    = 
(n + 1) {n!}

(n − r + 1) (n − r)! r(r − 1)!
  

    = 
(n + 1)!

(n − r + 1)! r!
  

    = 
(n + 1)!

(n + 1 − r)! r!
  

    = (n + 1)Cr 

(5)  n , r GuTûY ªûL ØÝ GiL[ôLÜm 1 ≤ r ≤ n G²p  

  nCr = 
n
r  (n − 1)C(r − 1) 

¨ìTQm : 

   nCr = 
n!

(n − r)! r!
  

    = 
n(n − 1)!

[ ](n − 1) − (r − 1) ! r (r − 1)!
  

    = 
n
r    

(n − 1)!
[ ](n − 1) − (r − 1) ! (r − 1)!

  

    = 
n
r   (n − 1)C(r − 1) 

(6) 1 ≤ r ≤ n G²p n . (n − 1)C(r − 1) = (n − r + 1) . nC(r − 1)    

¨ìTQm : n . (n − 1)C(r − 1) = n 






(n − 1)!

[ ](n − 1) − (r − 1) ! (r − 1)!
  

    = 
n!

(n − r)! (r − 1)!
  

    = 
(n − r + 1)n!

(n − r + 1) (n − r)! (r − 1)!
  

    = (n − r + 1)  



n!

(n − r + 1)! (r − 1)!
  

    = (n − r + 1)   




n!

( )n − r − 1 −−−− ! (r − 1)!
  

    = (n − r + 1) . nC(r − 1) 

(7) CÚ ªûL ØÝ GiLs x, ydÏ  

   nCx = nCy ⇒   x = y   ApXÕ x + y = n 
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¨ìTQm : 
   nCx = nCy               

  ⇒ nCx = nCy = nC(n − y)             [Q nCy = nC(n − y)] 

   ⇒x = y   or   x = n − y 

   ⇒x = y   or   x + y  =  n 

Ï±l× : nCx = nCy  Utßm x ≠ y G²p x + y = n 

G,Lô, 3.34: ©uYÚY]Yt±u U§l×Lû[d LôiL : 

 (i) 6C3 (ii)  ∑
r = 1

5 
  5Cr 

¾oÜ : 

 (i) 6C3 = 
6P3
3!    =  

6 × 5 × 4
1 × 2 × 3

   =  20 

 (ii)   ∑
r = 1

5 
  5Cr = 5C1 + 5C2 + 5C3 + 5C4 + 5C5  

   = 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 31 

G,Lô, 3.35: nC4  = nC6  G²p 12Cn-I LôiL, 

¾oÜ : nC4 = nC6         ⇒   n =  4 + 6  =  10 

 RtùTôÝÕ 12Cn = 12C10 

   = 12C(12 − 10)  = 12C2   = 
12 × 11

1 × 2
  

   = 66 
G,Lô, 3.36: 15Cr  : 15C(r − 1)  =  11 : 5 G²p r-u U§lûT LôiL,           
¾oÜ :  

 15Cr  : 15C(r − 1)  = 11 : 5   ⇒ 
15Cr

 15C(r − 1)
  = 

11
5   

  ⇒ 

15!
r!(15 − r)!

  
15!

(r − 1)! (15 − r + 1)!

  = 
11
5   

  ⇒ 
15!

r! (15 − r)!  × 
(r − 1)! (16 − r)!

15!   = 
11
5   
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  ⇒ 
(r − 1)! (16 − r) {(15 − r)!}

r(r − 1)! (15 − r)!
  = 

11
5  

  ⇒ 
16 − r

r   = 
11
5   

  ⇒ 5(16 − r) = 11r    ⇒  80 = 16r 

  ⇒ r = 5 
G,Lô, 3.37: ùRôPokR r ØÝ GiL°u ùTÚdLp. r! Bp YÏTÓm G] 

¨ì©, 

¾oÜ :  ùRôPokR r ØÝ GiLû[ n + 1, n + 2, n + 3, …, n + r GuL, 

    CRu ùTÚdLp = (n + 1) (n + 2) (n + 3) … (n + r) 

     = 
1.2.3… n. (n + 1) (n + 2) … (n + r)

1.2.3 … n
  

     = 
(n + r)!

n!   

   ∴ 
CRu ùTÚdLp

r!   = 
(n + r)!

n! r!   

     = (n + r)Cr CÕ JÚ ØÝ Gi, 

 ∴ ùRôPokR r ØÝ GiL°u ùTÚdLp. r! Bp YÏTÓm, 

G,Lô, 3.38: r, n GuTûY ªûL ØÝ GiL[ôL CÚkÕ 1 ≤ r ≤ n Gu\ 

¨TkRû]dÏ EhTÓUô]ôp 

 
nCr

 nC(r − 1)
   =  

n − r + 1
r   

¾oÜ :   
nCr

 nC(r − 1)
 =

n!
r!(n − r)!

n!
(r − 1)! (n − r +1)!

  

     = 
n!

r! (n − r)!
   ×  

(r − 1)! (n − r + 1)!
n!   

     = 
(r − 1)! (n − r + 1) {(n − r)!}

r(r − 1)! (n − r)!
  

     = 
n − r + 1

r   

G,Lô, 3.39 : nPr = nP(r + 1) Utßm nCr = nC(r − 1) BLÜm CÚkRôp n, r-u 

U§l×Lû[d LôiL, 
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¾oÜ : 

 nPr = nP(r + 1) ⇒ 
n!

(n − r)!
  = 

n!
(n − r − 1)!

  

  ⇒ 
1

(n − r) (n − r − 1)!
  = 

1
(n − r − 1)!

  

  ⇒ n − r = 1 … (1) 

 nCr = nC(r − 1) ⇒ 
n!

r! (n − r)!
  = 

n!
(r − 1)! (n − r + 1)!

  

  ⇒ 
n!

r(r − 1)! (n − r)!
  = 

n!
(r − 1)! (n − r + 1) {(n − r)!}

  

  ⇒ 
1
r  = 

1
n − r + 1

  

  ⇒ n − r + 1 = r 

  ⇒ n − 2r = − 1 … (2) 
   (1), (2)−ÚkÕ n = 3, r = 2 

T«t£ 3.4 
 1. ©uYÚY]Ytû\d LQd¡ÓL, 
   (i) 10C8 (ii) 100C98 (iii) 75C75 
 2.  nC10 = nC12  G²p 23Cn-Id LôiL, 
 3. 8C r − 7C3 = 7C2 G²p  r-u U§l× LôiL, 
 4. 16C4 = 16Cr + 2 G²p rC2-Id LôiL, 

 5. (i) 2 . nC3 = 
20
3   nC2     (ii) nC(n − 4) =70  B¡VYt±u n-u 

U§l©û]d LôiL, 

 6. (n + 2)C8 : (n − 2)P4 = 57 : 16 G²p n-u U§l× LôiL, 
 7. 28C2r : 24C(2r − 4) = 225 : 11 G²p r-I LôiL,, 

úNoÜLs NmTkRUô] ùNnØû\ LQdÏL[ : 
G,Lô, 3.40: 15 ¡¬dùLh ÅWoLs ùLôiP JÚ ÏÝUj§−ÚkR 11 úTo 

ùLôiP JÚ ÏÝ úRoÜ ùNnV. GjRû] Y¯Lû[d ûLVô[Xôm? 

¾oÜ : 15 úTo ùLôiP ÏXj§−ÚkÕ. 11 úTo ùLôiP ÏÝ®û] 

15C11 Y¯L°p úRoÜ ùNnVXôm, 

   15C11 =   
15 × 14 × 13 × 12

1 × 2 × 3 × 4
  = 1365 Y¯Ls 

G,Lô, 3.41: 25 UôQYoLs Utßm 10 UôQ®VoLs ùLôiP YÏl©p 

CÚkÕ 5 UôQYoLs. 3 UôQ®Ls APe¡V 8 úTo ÏÝ GjRû] 

Y¯L°p EÚYôdLXôm? 
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¾oÜ : 25 UôQYoL°−ÚkÕ 5 UôQYoLû[ 25C5 Y¯L°Ûm 

 10 UôQ®VoL°−ÚkÕ 3 UôQ®Lû[10C3 Y¯L°Ûm úRoÜ 

ùNnVXôm, 

 G]úY 8 úTo APe¡V ÏÝ®û] 25C5  × 10C3  Y¯L°p úRoÜ 

ùNnVXôm, ARôYÕ 6375600 Y¯L°p úRoÜ ùNnVXôm, 

G,Lô, 3.42: JÚ JÝeÏ AßúLôQj§u Ef£l ×s°Lû[ 

CûQlTRôp HtTÓm ØdúLôQeL°u Gi¦dûL GqY[Ü? 

¾oÜ :  JÚ JÝeÏ AßúLôQj§tÏ 6 Ef£l ×s°Ls Es[],  3 

Ef£l ×s°Lû[ CûQjÕ JÚ ØdúLôQj§û] EÚYôdLXôm, 

CRû] 6C3 Y¯L°p ùNnV Ø¥Ùm, 

 G]úY ØdúLôQeL°u Gi¦dûL  = 6C3  = 
6!

3! 3!  =  20 

G,Lô, 3.43: JÚ YÏl©p 12 UôQYoLÞm 10 UôQ®VÚm Es[]o, 

CYoL°−ÚkÕ Ïû\kRÕ 4 UôQYoLÞm. Ïû\kRÕ 4 UôQ®VÚm 

APe¡V 10 úTo APe¡V JÚ ÏÝ®û]j úRokùRÓdL úYiÓm, 

AdÏÝ®p HtL]úY úTôh¥«p ùYt± ùTt\  2 UôQ®LÞm 

Li¥lTôL CÚdL úYiÓm G²p GjRû] Y¯L°p CkRj 

úRo®û] ùNnV Ø¥Ùm? 

¾oÜ : 10 úTo APe¡V ÏÝ®p Li¥lTôL HtL]úY úTôh¥«p 

ùYt± ùTt\ CWiÓ UôQ®Ls CÚdL úYiÓùUuTRôp Á§ 8 

úTûWj úRokùRÓdL úYiÓm, CRû] ¨TkRû]dÏ EhThÓ 

¸rdLiP Øû\«p úRoÜ ùNnVXôm, Ï±lTôLj RtúTôÕ 8 

UôQ®Ls UhÓúU Es[]o GuTRû]d LY]j§p ùLôs[Üm, 
  (i) 6 UôQYoLs. 2 UôQ®Ls 
  (ii) 5 UôQYoLs. 3 UôQ®Ls 
  (iii) 4 UôQYoLs. 4 UôQ®Ls 

 G]úY úRokùRÓdÏm Y¯Ls = (12C6×8C2) + (12C5×8C3) + (12C4×8C4) 

  = (924 × 28) + (792 × 56) + (495 × 70)  
  = 25872 + 44352 + 34650 
  = 104874 
G,Lô, 3.44: JÚ TX úLôQj§tÏ GjRû] êûX ®hPeLs CÚdÏm? 

¾oÜ : TX úLôQj§tÏ n TdLeLs Es[] G]d ùLôsL, ClTX 

úLôQj§tÏ n Ef£l ×s°Ls CÚdÏm, CkR n ×s°Lû[ 

Juû\ùVôuû\ CûQdÏm úLôhÓj ÕiÓL°u Gi¦dûL n 

ùTôÚhL°−ÚkÕ 2 ùTôÚhLs GÓdÏm úNoÜL°u Gi¦dûL 
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 = nC2 = 
n(n − 1)

2   

  CkRd úLôhÓj ÕiÓL°p. n ÕiÓLs TX úLôQj§u 

TdLeL[ôLÜm Á§ êûX®hPeL[ôLÜm CÚdÏm,  

 G]úY êûX ®hPeL°u Gi¦dûL  = 
n(n − 1)

2    −  n = 
n(n − 3)

2   

G,Lô, 3.45  10 ×jRLeLs APe¡V ùRôÏl©−ÚkÕ 4 ×jRLeLs 

¸rdLiP ¨TkRû]LÞdÏ EhThÓ GjRû] Y¯L°p úRoÜ 

ùNnVXôm? 

 (i) GkR®R LhÓlTô¥u± 

    (ii) HtL]úY CWiÓ ×jRLeLs úRoÜ ùNnVlThÓ ®hPùR²p ; 

    (iii)  CWiÓ Ï±l©hP ×jRLeLû[j úRoÜ ùNnRp áPôÕ, 

¾oÜ : 
 (i) 10 ×jRLeL°−ÚkÕ Sôu¡û]j úRoÜ ùNnÙm Y¯Ls  

  = 10C4 = 
10!

4! 6! = 210 

 (ii)  HtL]úY CWiÓ úRoÜ ùNnVlThÓ ®hPRôp. Á§ úRoÜ 

ùNnVlTP úYi¥V 2 ×jRLeLû[ Á§ 8 ×jRLeL°−ÚkÕ 

úRoÜ ùNnVlTP úYiÓm, 

  G]úY ARu Y¯L°u Gi¦dûL = 8C2 = 
8!

2! 6!   = 28 

 (iii) Ï±l©hP CWiÓ ×jRLeLû[ úRoÜ ùNnVlTPdáPôÕ 

GuTRôp Á§Ùs[ 8 ×jRLeL°−ÚkÕ Sôu¡û]j úRoÜ 

ùNnV úYiÓm, 

  CkR úRoÜL°u Gi¦dûL  = 8C4  =  
8!

4! 4!  =  70 

G,Lô, 3.46:  10 UhûPVô[oLs. 8 TkÕ ÅfNô[oLs. 5 úRokRYoLs                

(all-rounders) Utßm 2 ®dùLh LôlTô[oLs ùLôiP  25 úTo 

¡¬dùLh ÏÝ Es[Õ, CdÏÝ®−ÚkÕ 5 UhûPVô[oLs. 3 

úRokRYoLs. 2 TkÕ ÅfNô[oLs. 1 ®dùLh LôlTô[ûW GjRû] 

Y¯L°p úRokùRÓdL CVÛm? 

¾oÜ : CkR úRoYô]Õ 4 ¨ûXLû[ EûPVÕ : 
 (i) 10 UhûPVô[oL°p 5 úTûW 10C5 Y¯L°p úRoÜ 

ùNnVXôm, 
 (ii) 5 úRokRYoL°p 3 úTûW 5C3 Y¯L°p úRoÜ ùNnVXôm, 
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 (iii)8 TkÕ ÅfNô[oL°−ÚkÕ 2 úTûW 8C2 Y¯L°p úRoÜ 

ùNnVXôm, 

 (iv) 2 ®dùLh TôÕLôlTô[oL°u JÚYûW 2C1 Y¯L°p úRoÜ 

ùNnVXôm, 
  ùUôjRj§p úRûYVô]YoLû[ úRokùRÓdÏm Y¯L°u 

Gi¦dûL = 10C5 × 5C3 × 8C2 × 2C1  

    = 252 × 10 × 28 × 2  
    = 141120  

G,Lô, 3.47: JÚ R[j§p 18 ×s°Ls Es[], CYt±p 5 ×s°Ls 

JúW úSodúLôh¥p AûUkÕs[], úYß GkR 3 ×s°L°u 

ùRôÏl×m GkRùYôÚ úSodúLôh¥Ûm AûUV®pûXùV²p 

  (i) ×s°Lû[ CûQdÏmúTôÕ ¡ûPdÏm úSodúLôÓLs 

  (ii) ×s°Lû[ CûQdÏmúTôÕ ¡ûPdÏm ØdúLôQeL°u 

Gi¦dûL Gu]? 

¾oÜ : 
 (i) 18 ×s°L°p HúRàm CWiÓ ×s°Lû[ CûQdÏmúTôÕ 

¡ûPdÏm úSodúLôÓL°u Gi¦dûL = 18C2  = 153  

  úSodúLôh¥Ûs[ 5  ×s°L°p HúRàm CWiÓ ×s°Lû[ 

CûQdÏmúTôÕ ¡ûPdÏm úSodúLôÓL°u Gi¦dûL  

= 5C2 = 10 

  B]ôp CkR 5 ×s°LÞm úNokÕ  1 úSodúLôh¥û]d 

ùLôÓd¡\Õ, G]úY úSodúLôÓL°u Gi¦dûL 

   = 153 − 10 + 1 = 144 
 (ii) 18 ×s°L°p HúRàm 3 ×s°Lû[ CûQdÏm úTôÕ 

¡ûPdÏm ØdúLôQeL°u Gi¦dûL = 18C3 = 816 

  5 ×s°L°p HúRàm 3 ×s°Lû[ CûQdÏmúTôÕ 

¡ûPdÏm ØdúLôQeL°u Gi¦dûL = 5C3 = 10 

  B]ôp úSodúLôh¥Ûs[ 5 ×s°L[ôp GkR®R 

ØdúLôQØm EÚYôLôÕ, 

  G]úY ØdúLôQeL°u Gi¦dûL  = 816 − 10  = 806 

T«t£ 3.5 
 1. JÚ úR¿o ®Úk§p 12 úTo LXkÕ ùLôiP]o, CYoL°p 

JqùYôÚ CÚYÚm ûLÏÛd¡]ôp. AkR ®Úk§p EiPô] 

ÏÛdLpL°u Gi¦dûL Gu]? 
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 2. 6 BiLs Utßm 5 ùTiL°−ÚkÕ 3 BiLs Utßm 2 

ùTiLû[d ùLôiP ÏÝ®û] GjRû] Y¯L°p 

EÚYôdLXôm? 

 3. JÚ R[j§p Es[ 12 ×s°L°p. 5 ×s°Ls JúW 

úSodúLôh¥p AûUkÕs[], Cl×s°Lû[ CûQjÕ 

GjRû] ØdúLôQeLû[ EÚYôdLXôm? 

 4. JÚ áûP«p 5 £Yl× ¨\ TkÕLÞm. Cuù]ôÚ áûP«p  6 

ùYsû[¨\ TkÕLÞm Es[], CYt±−ÚkÕ Ïû\kRThNm 

JqùYôÚ ¨\j§tÏm 2 TkÕLs CÚdÏm YûL«p 6 TkÕLs 

GjRû] Y¯L°p GÓdL CVÛm? 

 5. ¸rdLôÔm ¨TkRû]dÏ EhThÓ 15 úTo ùLôiP ¡¬dùLh 

ÏÝ®−ÚkÕ 11 úTûW GjRû] Y¯L°p úRoÜ ùNnV Ø¥Ùm? 

 (i) úRo®p GkRd LhÓlTôÓm CpûX, 

 (ii) JÚ Ï±l©hP ÅWo Li¥lTôL CPmùTßRp úYiÓm, 

 (iii) JÚ Ï±l©hP ÅWo Li¥lTôL CPmùTßRp áPôÕ, 

 6. JÚ ®]ôjRô°p JqùYôÚ TÏ§«Ûm 6 ®]ôdLs ùLôiP 

CÚ TÏ§L[ôL  12 ®]ôdLs Es[], JqùYôÚ TÏ§«Ûm 

5dÏ úUXô] ®]ôdLû[j úRokùRÓdLôUp ùUôjRm 7 

®]ôdLÞdÏ ®ûPV°dL úYiÓUô]ôp GjRû] ®ReL°p 

®]ôdLû[j úRoÜ ùNnÕ ®ûPV°dLXôm? 

 7. JÚ R[j§p 10 ×s°Ls Es[], CYt±p 4 ×s°Ls JúW 

úSodúLôh¥p AûUkÕs[], ©\ GkRùYôÚ 3 ×s°LÞm 

JúW úLôh¥p AûUV®pûX, ClúTôÕ 

 (i) ×s°Lû[ CûQdÏmúTôÕ ¡ûPdÏm úSodúLôhÓL°u 

Gi¦dûL Gu]? 

 (ii) ×s°Lû[ CûQjÕ ¡ûPdÏm ØdúLôQeL°u 

Gi¦dûL Gu]? 

 8. JúW Uô§¬Vô] 21 Rªrl ×jRLeLÞm. JúW Uô§¬Vô]  19 

Be¡Xl ×jRLeLÞm Es[], CWiÓ Be¡Xl ×jRLeLs 

ùRôPokÕ CPmùT\ôUp ùUôjRl ×jRLeLû[Ùm Ju\uÁÕ 

Ju\ôL AÓdL úYiÓUô]ôp. GjRû] Y¯L°p AÓdLXôm? 

 9. JÚ ÑtßXô®tÏ 25 UôQYoL°p 10 úTûW úRoÜ ùNnV 

úYiÓm, C§p 3 UôQYoLs. êuß úTÚm ØÝûUVôLd 

LXkÕ ùLôsYÕ Gußm ApXÕ 3 úTÚm ØÝûUVôLd LXkÕ 

ùLôsY§pûX Gußm ¾oUô²jÕs[]o G²p ÑtßXôÜdÏf 

ùNpX®ÚdÏm 10 úTûW GjRû] Y¯L°p úRoÜ ùNnVXôm? 
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3.4  L¦Rj ùRôÏjR±Rp (Mathematical Induction) : 
A±ØLm :  

 Be¡X L¦R®VXô[Wô] ALvPv ¥-UôoLu (1809 − 1871) 
GuTYo Sôm TVuTÓjÕm L¦Rj ùRôÏjR±R−u êXjûR ØRu 

ØR−p RuàûPV LiÓ©¥l×L°p TVuTÓj§]ôo, B]ôp 

ùRôÏjR±RÛdÏ êXd LôWQUôL CÚkRYo CjRô−V L¦R 

YpÛSo ©Wôu£vúLô UôúWô−Lv (1494 − 1575) GuTYWôYôo, 

Ck§Vd L¦R®VXô[o TôvLWô (1153 A.D)®u A¬V 

LiÓ©¥l×L°p L¦Rj ùRôÏjR±R−u RôdLjûRd LôQ CVÛm, 

 ùRôÏjR±Rp GuTÕ TX R²jR² EiûUd átßL°−ÚkÕ JÚ 

ùTôÕ ®§«û] EÚYôdÏm Øû\VôÏm, 

 ERôWQUôL. 4 = 2 + 2,   6 = 3 + 3,   8 = 3 + 5,    10 = 7 + 3 

 úUtÏ±l©hP R²jR² EiûUd átßL°−ÚkÕ “GkRùYôÚ 

CWhûPlTûP GiûQÙm (2-Ij R®W) CÚ TLô GiL°u 

áÓRXôL GÝRXôm” G] JÚYo L¦dLXôm,  

 ètßdÏ úUXô] R²jR²VôL Eß§ ùNnVlThP EiûUd 

átßL°−ÚkÕ JÚ ùTôÕ át±û]. ‘CÕ N¬Vô] átß’ Guß 

á±®P CVXôÕ, CjR²jR² EiûUd átßL°−ÚkÕ úSW¥VôL 

EÚYôdLlTÓm ùTôÕd át±û] JÚ FLm G]d á\Xôm, 

FLUô]Õ ¨ì©dLlTPôR YûW«p FLUôLúY CÚdÏúU R®W. 

®§VôLôÕ, 

 JÚ FLm. CVp GiL°u NôoTôL á\lThPôp ARu ùTôÕ 

®§VôL Uôt± AûUdL ERÜm Øû\«û]d L¦Rj ùRôÏjR±Rp 

úLôhTôÓ Gu¡ú\ôm, 

 G]úY L¦R ùRôÏjR±Rp GuTÕ. JÚ át±û]f £X Ï±l©hP 

CVp GiLÞdÏ úSW¥VôL N¬TôojÕ®hÓ GpXô CVp 

GiLÞdÏm EiûU G] ¨ì©dÏm Øû\VôÏm, 

L¦Rj ùRôÏjR±R−u ùLôsûL : 

 JqùYôÚ CVp Gi ndÏm RÏkR JÚ át±û] P(n)  GuL, 

 (i)   P(1) GuTÕ EiûUVôLÜm 

 (ii) P(k) EiûUVôL CÚdÏm úTôÕ P(k+ 1) EiûUVôLÜm 

CÚkRôp P(n) GuTÕ GpXô CVp GiLÞdÏm EiûUVôL 

CÚdÏm, 

 Cd ùLôsûLûV Sôm ¨ìTQªu± HtßdùLôsúYôm, 
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L¦Rj ùRôÏjR±Ùm Øû\ : 
 T¥¨ûX (1) : n = 1 GuTRtÏd átß EiûU G] ¨ì©dL 

 T¥¨ûX (2) : n = k GuTRtÏd átß EiûU G] Htßd ùLôsL, 

 T¥¨ûX (3) : n = k + 1 GuTRtÏd átß EiûU G] ¨ì©dL, 

 T¥¨ûX (4) : ùLôÓdLlThP átß GpXô CVp GiLÞdÏm  

                         EiûU Gu\ Ø¥ÜdÏ YWÜm, 

G,Lô, 3.48: L¦Rj ùRôÏjR±Rp Øû\«p n
2
 + n  GuTÕ JÚ 

CWhûPlTûP Gi G] ¨ì©dL 

¾oÜ : P(n) GuTÕ “n
2
 + n JÚ CWhûPlTûP Gi”  Gu\ átß 

G]d ùLôsL, 

T¥ ¨ûX (1): n = 1 G]l ©W§«P. 

   n
2
 + n = 1

2
 + 1 

    = 2, JÚ CWhûPl TûP Gi 

   ∴ P(1) GuTÕ EiûU 
T¥¨ûX (2): 
  n = k GuTRtÏd átß EiûU G]d ùLôsL, 
  (A,Õ) P(k) GuTÕ EiûU, 

  (A,Õ,) “k
2
 + k ”  JÚ CWhûPlTûP Gi G]d ùLôsL, … (1) 

T¥¨ûX (3):  P(k + 1) GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

 i.e. (k + 1)
2
 + (k + 1) JW CWhûPlTûP Gi G] ¨ì©dL, 

(k + 1)
2
 + (k + 1)= k

2
 + 2k + 1 + k + 1 

  = k
2
 + 2k + k + 2 

  = (k
2
 + k) + 2(k + 1) 

  = JÚ CWhûPl TûP Gi + 2(k + 1), (1)−ÚkÕ 

  = CWiÓ CWhûPl TûP GiL°u áÓRp  

  = CWhûPlTûP Gi 

∴ P(k + 1) GuTÕ EiûU, 

  G]úY P(k) GuTÕ EiûUVô]ôp. P(k + 1) GuTÕÜm EiûU 

T¥¨ûX (4):  L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥. P(n) GuTÕ 

n∈NdÏ EiûUVôÏm, 

  ARôYÕ n
2
 + n, n∈N GuTÕ JÚ CWhûPl TûP Gi BÏm, 
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G,Lô, 3.49: L¦Rj ùRôÏjR±Rp êXm 1 + 2 + 3 + …+ n = 
n(n + 1)

2  , n∈N 

G] ¨ì©, 

¾oÜ : P(n) GuTÕ “1 + 2 + 3 + … + n = 
n(n + 1)

2   ”  Gu\ átß GuL, 

  n = 1 G]l ©W§«ÓL, 

  P(1) Gu\ átß  :  1 = 
1 (1 + 1)

2   

   1 = 
1(2)

2   

   1 = 1 
   G]úY P(1) GuTÕ EiûU, 

  ClúTôÕ ùLôÓdLlThP átß n = kdÏ EiûU G]d ùLôsL, 

  (i.e.)1 + 2 + 3 + … + k = 
k(k + 1)

2  … (1) GuTÕ EiûU G]d ùLôsL, 

   P(k + 1) GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

  i.e. 1 + 2 + 3 + … + k + (k + 1) = 
(k + 1) (k + 2)

2    

  GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

(1)−ÚkÕ [1 + 2 + 3 + … + k] + (k + 1) = 
k(k + 1)

2    +  (k + 1)   

    = 
k(k + 1) + 2(k + 1)

2   

    = 
(k + 1) (k + 2)

2   

 G]úY P(k + 1) GuTÕ EiûU, 

 G]úY P(k) EiûUVô]ôp P(k + 1)-m EiûUVôÏm, 

 L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥ P(n), n∈N GuTÕm 

EiûU 

  ∴ 1 + 2 + 3 + … + n = 
n(n + 1)

2   n∈N 

G,Lô, 3.50: L¦Rj ùRôÏjR±Rp êXm ¨ì©dL 

   1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + … + n

2
 = 

n(n + 1) (2n + 1)
6   n∈N 
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¾oÜ : 

 P(n) GuTÕ “1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + … + n

2
 = 

n(n + 1) (2n + 1)
6  ” Gu\ átß 

GuL 
 n = 1 G]l ©W§«P 

  P(1) Gu\ átß :  1
2
 = 

1(1 + 1) [ ]2(1) +1
6   

   1 = 
1(2) (3)

6   

   1 = 1 
  ∴ P(1) GuTÕ EiûU, 

 n = k GuTRtÏ P(k) Gu\ átß EiûU G]d ùLôsL, 

ARôYÕ. 1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + … + k

2
 = 

k(k + 1) (2k + 1)
6   … (1) 

 P(k + 1) GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

 (i.e.) 1
2
+2

2
+3

2
+…+k

2
+(k+1)

2 
= 

(k + 1) (k + 2) (2k + 3)
6  G] ¨ì©dL 

  [1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + … + k

2
] + (k +1)

2
 = 

k(k + 1) (2k + 1)
6  + (k + 1)2 

   = 
k(k + 1) (2k +1) + 6(k + 1)2

6   

   = 
(k + 1) [ ]k(2k + 1) + 6(k + 1)

6   

   = 
(k + 1) (2k2 + 7k + 6)

6   

  1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + … + k

2
 + (k +1)

2
 = 

(k + 1) (k + 2) (2k + 3)
6   

   ∴  P(k + 1) GuTÕ EiûU 

  G]úY P(k) GuTÕ EiûUVô]p. P(k + 1) GuTÕÜm EiûU 

  L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥ P(n), n∈N GuTÕ 

EiûU 

  (i.e.)  1
2
 + 2

2
 + … + n

2
 = 

n(n + 1) (2n + 1)
6  , n∈N 

G,Lô, 3.51:  1.2 + 2.3 + 3.4 + … + n(n + 1) = 
n(n + 1) (n + 2)

3  , n∈N 

GuTRû]d L¦Rj ùRôÏjR±Rp êXm LôhÓL, 
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¾oÜ : 

 P(n) GuTÕ “1.2+2.3 + 3.4 +…+ n(n + 1)= 
n(n + 1) (n + 2)

3  ” Gu\ átß 

G]d ùLôsL, 

  n = 1 G]l ©W§«P. 

   1(1 + 1) = 
1(1 + 1) (1 + 2)

3   

   1(2) = 
1(2) (3)

3   

   2 = 
2(3)

3   

   2 = 2 

  ∴  P(1) GuTÕ EiûU 

 n = k GuTRtÏ P(k) Gu\ átß EiûU G]d ùLôsL, 

 ARôYÕ 1.2 + 2.3 + 3.4 +…+ k(k + 1) = 
k(k + 1) (k + 2)

3     GuTÕ EiûU 

 P(k + 1) GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

 1.2 + 2.3 + 3.4 + …,+ k(k + 1) + (k + 1) (k + 2) = 
(k + 1) (k + 2) (k + 3)

3   

  1.2 + 2.3 + 3.4 + …,+ k(k + 1) + (k + 1) (k + 2)  

    = [ ]1.2 + 2.3 + … + k(k+1)   + (k + 1) (k + 2) 

    = 
k(k + 1) (k + 2)

3    +  (k + 1) (k + 2) 

    = 
k(k + 1) (k + 2) + 3(k + 1) (k + 2)

3   

    = 
(k + 1) (k + 2) (k + 3)

3   

  ∴ P(k + 1) GuTÕ EiûU 

G]úY L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥ GuTÕ EiûU, 

  P(n), n∈N GuTÕ EiûU 

  1.2 + 2.3 + 3.4 + … + n(n + 1) = 
n(n + 1) (n + 2)

3   

G,Lô, 3.52: GpXô CVp Gi n-dÏm  2
3n

 − 1, HZôp YÏTÓm 

GuTRû]d L¦Rj ùRôÏjR±Rp êXm ¨ì©dL, 
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¾oÜ : 

 P(n)  GuTÕ “2
3n

  − 1 HZôp YÏTÓm”  Gu\ átß G]d ùLôsL, 

 n = 1 G]l ©W§«P. 

  2
3(1)

 − 1 = 2
3
 − 1 

   = 8 − 1 
   = 7 CÕ HZôp YÏTÓm 

  ∴  P(1) GuTÕ EiûU 

 n = k GuTRtÏ P(n) Gu\ átß EiûU G]d ùLôsL, 

ARôYÕ “2
3 k − 1 HZôp YÏTÓm” G]d ùLôsL, 

 P(k + 1) GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

 ARôYÕ “2
3 (k + 1)

 − 1 HZôp YÏTÓm” G] ¨ì©dL 

  2
3(k + 1)

 − 1 = 2
3k + 3

 − 1 

    = 2
3k

 . 2
3
 − 1  = 2

3k
 . 8 − 1 

    = 2
3k

 . 8 − 1 + 8 − 8 (8 I áh¥ L¯dLÜm) 

    = (2
3k

 − 1) 8 + 8 − 1 

    = (2
3k

 − 1) 8 + 7 = 7u UPeÏ + 7 
    = 7u UPeÏ 

  ∴ 2
3 (k + 1)

 − 1 HZôp YÏTÓm 

  ∴ P(k + 1) GuTÕ EiûU 
  G]úY L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥ P(n), n∈ N 

GuTÕ EiûU, 

G]úY GpXô CVp Gi n-dÏm 2
3n

 − 1 HZôp YÏTÓm, 

G,Lô, 3.53: GpXô CVp Gi n-dÏm a
n
 − b

n
 B]Õ (a−b)Bp YÏTÓm 

G]d L¦R ùRôÏjR±Rp Øû\«p ¨ì©dL, 

¾oÜ : 

  P(n) GuTÕ “a
n
 − b

n
 B]Õ a − b”Bp YÏTÓm” Gu\ átß 

G]d ùLôsL, 
  n = 1 ]l ©W§«P. 

  a
1
 − b

1 
= a − b.    CÕ a − bBp YÏTÓm, 

  ∴ P(1) GuTÕ EiûU, 
  n = k GuTRtÏ P(n) Gu\ átß EiûU G]d ùLôsL, 
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ARôYÕ  a
k
 − b

k
 B]Õ (a − b) Bp YÏTÓm G]d ùLôsL, 

   ⇒ 
a

k
 − b

k

a − b
  = c (GuL) CeÏ c∈N 

   ⇒ a
k
 − b

k
 = c(a − b) 

   ⇒ a
k
 = b

k
 + c(a − b) … (1) 

  P(k + 1) GuTÕ EiûU G] ¨ì©dL 

   (i.e.) a 
k + 1

 − b
k + 1

 B]Õ a − bBp YÏTÓm G] ¨ì©dL  

  a
k + 1

 − b
k + 1

 = a
k
 . a − b

k
  b 

    = [ ]bk + c(a − b)    a − b
k
  b 

    = b
k
a + ac(a − b) − b

k
 b 

    = b
k
(a − b) + ac (a − b) 

    = (a − b) (b
k
 + ac).   CÕ (a − b) Bp YÏTÓm 

  ∴ P(k + 1) GuTÕ EiûU 
  ARôYÕ P(k) GuTÕ EiûUVô]ôp P(k + 1) GuTÕÜm 

EiûU, G]úY L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥ P(n), n∈ N 

GuTÕÜm EiûUVôÏm, 

  ∴ a
n
 − b

n
  B]Õ a − b Bp YÏTÓm, CeÏ n∈ N 

T«t£ 3.6 
L¦Rj ùRôÏjR±Rp úLôhTôh¥uT¥ ¸rdLôÔm Ø¥ÜLû[ 

¨ì©dL 

 (1) JqùYôÚ CVp Gi n-dÏm (2n + 1) (2n − 1) JÚ Jtû\lTûP 

Gi, 

 (2) 2 + 4 + 6 + 8 + … + 2n = n (n + 1) 

 (3) 1 + 3 + 5 + … + (2n − 1) = n
2
 

 (4) 1 + 4 + 7 + … + (3n − 2) = 
n(3n − 1)

2   

 (5) 4 + 8 + 12 + … + 4n = 2n(n + 1) 

 (6) 1
3
 + 2

3
 + 3

3
 + … + n

3
 = 

n2 (n + 1)2

4  
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 (7) 
1
2   +  

1

22   +  
1

23   +  …  +  
1

2n   =  1 − 
1

2n  

 (8) a, a + d, a + 2d, … Gu\ áhPp ùRôP¬p  

  nYÕ Eßl× a + (n − 1)d 

 (9) GpXô CVp Gi n-dÏm 5
2n

 − 1 B]Õ 24Bp YÏTÓm, 

 (10) GpXô CVp Gi n-dÏm 10
2n − 1

 + 1 B]Õ 11Bp YÏTÓm 

 (11) GpXô CVp Gi n-dÏm n(n + 1) (n + 2) B]Õ 6 Bp YÏTÓm 

 (12) GpXô CVp Gi n-dÏm Sn = n
3
 + 3n

2
 + 5n + 3 B]Õ 3 Bp 

YÏTÓm, 

 (13) GpXô CVp Gi n-dÏm 7
2n

 + 16n − 1 B]Õ 64Bp YÏTÓm 

 (14) GpXô CVp Gi n-dÏm 2
n
 > n  

3.5  DÚßl×j úRt\m (Binomial Theorem) : 
A±ØLm :  
  ‘+’ (ApXÕ) ‘−’ Gu\ ùNV−L[ôp CûQdLlThP CWiÓ 

Eßl×Lû[d ùLôiP CVtL¦Rd úLôûYVô]Õ JÚ DÚßl×d 

úLôûY (BINOMIAL) G] AûZdLlTÓm, 

  GÓjÕdLôhPôL. x + 2y, x − y, x
3
 + 4y, a + b  GuT] DÚßl×d 

úLôûYL[ôÏm, 

ªûL ØÝ GiûQ AÓdLôLd ùLôiP DÚßl×d úLôûY«u 

®¬YôdLm : 
  JÚ DÚßl×d úLôûYûV. ARàPu ùTÚdÏm Øû\ûV Sôm 

ØuúT Lt±Úd¡ú\ôm, JÚ DÚßl×d úLôûY«u YodLjûRÙm. 

L]jûRÙm NôRôWQ ùTÚdLp Øû\«p LôiTÕ L¥]Uô]RpX, 

B]ôp. A§LUô] T¥ ùLôiP DÚßl×d úLôûYL[ô]  

(x + a)
10

, (x + a)
17

, (x + a)
 25

 úTôu\ûYLû[ ®¬YôdÏm ùNVXô]Õ 

ªLÜm L¥]Uô]Õ, G]úY. A§L T¥ ùLôiP DÚßl×d 

úLôûYL°u ®¬ÜLû[d LôQ JÚ ùTôÕYô] ãj§WjûR Sôm 

LôQ ØVp¡ú\ôm, 

(x + a)
 1

=x + a = 1C0 x1a
0
 + 1C1 x0a1

 G] Sôm A±úYôm, 

(x + a)
2
 =x

2
 + 2ax + a

2
 = 2C0x

2
a

0
 + 2C1x

1
a

1
 + 2C2x

0
a

2
 

(x + a)
3
 =x

3
 + 3x

2
a + 3xa

2
 + a

3
 = 3C0x

3
a

0
 + 3C1x

2
a

1
 + 3C2x

1
a

2
 + 3C3x

0
a

3
 

(x+a)
4
=x

4
+4x

3
+6x

2
a

2
+4xa

3
+a

4
=4C0x

4
a

0
+4C1x

3
a

1
+4C2x

2
a

2
+4C3x

1
a

3
+4C4x

0
a

4
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  (x + a)n
Cu ®¬Ü n = 1, 2, 3, 4 GàmúTôÕ JÚ JÝeLô] 

Øû\«p úNoÜ Øû\ ÏQLeL[ôLd LôhPlTÓ¡\Õ, úUtLiP 

úLôûYLs (x + a)
n
-I  

  (x + a)
n
  = nC0 x

n
a

0
 + nC1x

n  − 1
a

1
 + … + nCn− 1 x

1
 a

n  − 1
+ nCn x

0
a

n
 

Gu\ Y¥®p LôhPXôm Gu\ FLjûRj RÚ¡\Õ, 

EiûU«p. CkR FLjûR EiûU G] ¨ì©dLXôm, CRû]d 

L¦Rj ùRôÏjR±Rp ùLôsûL êXm ¨ì©dLXôm, 

úRt\m 3.6: (CVp Gi AÓdÏdÏ¬V DÚßl×j úRt\m)  
n JÚ CVp Gi G²p 

 (x + a)
n
  = nC0 x

n
a

0
 + nC1x

n  − 1
a

1
 +… +  nCr xn − r ar + …  

+ nCn− 1 x
1
 a

n  − 1
+ nCn x

0
a

n
 

¨ìTQm : CjúRt\jûR Sôm L¦Rj ùRôÏjR±Rp ùLôsûL êXm 

¨ì©dLXôm, 

 P(n) GuTÕ 

  (x + a)
n
  = nC0 x

n
a

0
 + nC1x

n  − 1
a

1
 +… +  nCr xn − r ar + …  

+ nCn− 1 x
1
 a

n  − 1
+ nCn x

0
a

n
 Gu\ átû\d Ï±d¡\Õ GuL, 

T¥¨ûX (1) : n = 1 GuL    

 P(1) Gu\ átß : (x + a)
1
 = 1C0x

1
 a

0
 + 1C1 x

 1  − 1
 a

1
  

   x + a = x + a 
   ∴ P(1) GuTÕ EiûUVôÏm 

T¥¨ûX (2):  n = k GuTRtÏ átß EiûU GuL, 
  (A,Õ,) P(k) EiûU G]d LÚÕL, 

  (x + a)
k
 =kC0x

k
 a

0
+kC1x

 k −1
a

1
 + kC2 x

 k −2
a

2
 +…+ kCr x

 k −r
a

r
 +…+ kCk x

0
a

k
   

… (1) 
T¥¨ûX (3):  ClùTôÝÕ. P(k + 1) EiûU G] ¨ì©dL. 

 (x + a)
k + 1

 = (k + 1)C0x
k + 1

 + (k + 1)C1x
 (k + 1)  − 1

a
1
+(k + 1)C2x

 (k + 1) −2  
a

2
 + …  

   + (k + 1)Crx
 (k + 1) − r 

a
r
 + … + (k + 1)C(k + 1) a

k + 1
 G] ¨ì©dL

 

(x + a)
k + 1

  =  (x + a)
k
 (x + a)   

  = [kC0x
k
 + kC1x

 k  − 1
a

1
 + kC2 x

 k  − 2
a

2
 + … + kC(r−1) x

k  − (r − 1)  
a

 (r − 1)
  

     + kCr x
k− r

a
r 

+ … + kCka
k
] (x + a) 
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  = [kC0x
k + 1 

+ kC1x
 k 

a
1
 + kC2x

 k  − 1
a

2
 + … + kCr−1 x

 k − r + 2 
a

 r − 1
  

     +  kCrx
k − r + 1

a
r
 + … + kCkxa

k
] 

     + [kC0x
k
a + kC1x

k− 1
a

2
  + kC2 x

k − 2
a

3
 + …+ kCr−1 x

k   − r +  1 
a
r
 

     + kCr x
k  − r

a
r + 1

 + … + kCka
k + 1

] 

 (x + a)
k + 1

 =  kC0x
k + 1 

+ (kC1 + kC0) x
k
.a  + (kC2 + kC1) x

 k  − 1 
a

2
  

             + … + (kCr + kCr − 1) x
k − r + 1

a
r
 + … + kCk  a

k +  1
   … (2) 

    kCr + kCr− 1 =(k + 1)Cr G] Sôm A±úYôm
 

  r = 1, 2, 3, … G]l ©W§«P 
 kC1 + kC0 = (k + 1)C1 

 kC2 + kC1 = (k + 1)C2  

 kCr + kCr−1  = (k + 1)Cr                    1 ≤ r ≤ k 

 kC0 = 1  =  (k + 1)C0 

 kCk = 1  =  (k + 1)C(k + 1) 
  (2)-p ©W§«P. 

  (x + a)
k + 1

 = (k + 1)C0 x
k + 1 

+ (k + 1)C1 x
k
a + (k + 1)C2 x

 k  − 1
a

2
  

+ … + (k + 1)Cr x
k +  1 − r

a
r
 + … + (k + 1)C(k + 1) a

k + 1 

  ∴ P(k + 1) GuTÕ EiûUVôÏm, 
  CqYô\ôL. P(k) EiûU G²p P(k + 1) EiûUVôÏm, 
  ∴ L¦Rj ùRôÏjR±Rp ùLôsûL«uT¥ P(n) B]Õ Aû]jÕ 

CVp GiLÞdÏm EiûUVôÏm, 

  (x + a)
n
  = nC0 x

n
a

0
 + nC1x

n  − 1
a

1
 +… +  nCr xn − r ar + …  

+ nCn− 1 x
1
 a

n  − 1
+ nCn x

0
a

n 
    n∈N 

EQokÕ ùLôiP EiûULs (Some observations) : 

 1. (x + a)
n
  = nC0 x

n
a

0
 + nC1x

n  − 1
a

1
 +… +  nCr xn − r ar + …  

  + nCn− 1 x
1
 a

n  − 1
+ nCn x

0
a

n
Gu\ ®¬YôdLj§p nCr xn − r ar

 

B]Õ ùTôÕ EßlTôÏm, CÕ (r + 1)YÕ EßlTô]Rôp CRû] Tr + 1 

G]d Ï±l©Ó¡ú\ôm,  

  (A,Õ,)   Tr + 1  =  nCr x
n − r ar. 
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 2. (n + 1)YÕ Eßl× Tn + 1 = nCn xn − n an = nCn an
B]Õ Cß§ 

EßlTôÏm, 

G]úY (x + a)n
-u ®¬YôdLj§p (n + 1) Eßl×Ls Es[], 

 3. JqùYôÚ Eßl©Ûm. x-u T¥ Ïû\kÕ. “a”«u T¥ áÓ¡\Õ, 

T¥dL°u áÓRp ndÏf NUm, 

 (x + a)
n
 = ∑

r = 0

 n
   nCr x

 n  − r
a

r
 G] Sôm GÝRXôm, 

 4. nC0, nC1, nC2, …, nCr, … , nCn  GuT] DÚßl×d ùLÝdLs 

G]lTÓm, CûYLs C0,  C1 , C2, … , Cn Gußm GÝRlTÓm, 

 5. nCr = nCn − r Gu\ ùRôPo©−ÚkÕ. ØR−p CÚkÕm. Cß§«p 

CÚkÕm NUçWj§p Es[ Eßl×dL°u ùLÝdLs NUm, 

 6. (x + a)
n
Cu Y¬YôdLj§Ûs[ TpúYß Eßl×L°u ùLÝdLs 

JÚ AûUlûT (pattern) HtTÓjÕ¡u\], 

 DÚßl×Ls DÚßl×d ùLÝdLs 

  (x + a)
o
 1 

  (x + a)
1
 1 1 

  (x + a)
2
 1 2 1 

  (x + a)
3
 1 3 3 1 

  (x + a)
4
 1 4 6 4 1 

  (x + a)
5
 1 5 10 10 5 1 

  DÚßl×d ùLÝdL°u CkR Y¬ûNVûUlTô]Õ ©WôuÑ 

L¦R®VXô[o ©[ô£ TôvLp (1623 – 1662)  GuTYWôp 

LiÓ©¥dLlThPRôp TôvL−u ØdúLôQm (Pascal’s triangle) 
Guß AûZdLlTÓ¡\Õ, GkRùYôÚ ¨ûW«Ûs[ GiLû[Ùm 

©uYÚm ®§«]ôp ùT\Xôm, JqùYôu±Ûm. ØRp Utßm Cß§ 

GiLs 1, Ut\ GiLû[. ØkûRV ¨ûW«Ûs[ CPÕ Utßm YXÕ 

GiLû[ áhPl ùT\Xôm, 

  1,    1 + 4 = 5,   4 + 6 = 10,    6 + 4 = 10,    4 + 1 = 5,    1 
£X úRokR ®¬YôdLeLs : 

(x + a)
n
  = nC0 x

n
a

0
 + nC1x

n  − 1
a

1
 +…+  nCr xn − r ar +… 

+ nCn− 1 x
1
 a

n  − 1
+ nCn x

0
a

n … (1)  Gu\ ®¬®p 



 121

 1. Sôm adÏ T§XôL − a   G]l ©W§«P.  

 ∴ (x − a)
n
 = nC0x

n
 − nC1 x

 n  − 1
a

1
 + nC2x

 n −2  
a

2 −… 

+ (−1)
r
 nCr x

 n  − r
a

r
 + … + (− 1)

n
 nCn  a

n
 G]l ùTß¡ú\ôm, 

  Eßl×L°u Ï±Ls AÓjRÓjÕ ªûL. Ïû\VôL CÚlTûR Sôm 

LY²d¡ú\ôm, 

 2. (1)p. a-dÏl T§XôL  1 G]l ©W§«P. 

  (1 + x)
n
  =  1 + nC1x + nC2x

2
 + … + nCrx

r
 + … + nCnx

n
   … (2) 

 3. (2)p x-dÏl T§XôL − x G]l ©W§«P. 

          (1 − x)
n
 = 1 − nC1 x + nC2x

2
 − … + (− 1)

r
 nCrx

r
 + … + (− 1)

n
 nCnx

n
  

ûUV Eßl× : (x + a)
n
-u ®¬YôdLj§p Es[ Eßl×L°u 

Gi¦dûL T¥dÏ± n-If NôokÕs[Õ, 

¨ûX (i) : n CWhûPlTûP Gi 
 ®¬YôdLj§p Eßl×L°u Gi¦dûL (n + 1)  Guß  

Jtû\lTûPVôL AûUÙm, G]úY. JúW JÚ ûUV Eßl×Rôu EiÓ, 

CÕ Tn
2

  
+1

  GuTRôÏm, 

¨ûX (ii) : n-Jtû\lTûP Gi 

 ®¬YôdLj§p Eßl×L°u Gi¦dûL (n + 1) Guß CWhûPl 

TûPVôL AûUÙm, G]úY. CWiÓ ûUV Eßl×Ls EiÓ, CûY 

Tn + 1
2

   Utßm Tn + 3
2

  GuTRôÏm, 

Ï±l©hP Eßl×Lû[ LôÔRp : 

  £X NUVeL°p (x + a)
n
u DÚßl× ®¬YôdLj§p Eßl×Ls £X 

¨TkRû]Lû[ ¨û\Ü ùNnÙm, JÚ Ï±l©hP Eßl× 

úRûYlTÓ¡\Õ G²p. CRû] (x + a)
n
I ®¬ÜTÓj§ ©u]o 

úRûYVô] Eßl©u CPU±YRu êXm ùNVpTÓjR CVÛm, 

ùTôÕYôLl. T¥dÏ± n ªLlùT¬VRôL CÚkRôp. CÕ 

L¥]Uô]RôÏm, CÕúTôu\ ¨ûXL°p. Sôm ùTôÕ Eßl× Tr+1I 

ØR−p LiP±kÕ ©u]o Tr+1 B]Õ úRûYVô] EßlTôLd LÚ§  

r-Cu U§l×Lû[d LôQXôm, 

  x-If NôWôR Eßl©û]d LôQ x-u AÓd¡û]l éf£VjÕPu 

NUlTÓj§ x-If NôWôR r-u U§l©]ôp ùT\Xôm, Tr+1Cp r-u CkR 

U§lûT ChÓ x-If NôWôR Eßl©û]l ùT\Xôm, 
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G,Lô, 3.54:  (i) (2x + 3y)
5
  (ii) 



2x2 − 

3
x

4
-u ®¬YôdLeLû[d LôiL, 

¾oÜ : 

 (i) (2x + 3y)
5
 = 5C0 (2x)

5
 (3y)

o
 + 5C1 (2x)

4
 (3y)

1
 + 5C2 (2x)

3
 (3y)

2
 

     + 5C3 (2x)
2
 (3y)

3
 + 5C4 (2x)

1
 (3y)

4
 + 5C5 (2x)

0
 (3y)

5
 

    = 1(32)x
5
 (1) + 5(16x

4
) (3y) + 10(8x

3
) (9y

2
) 

     + 10(4x
2
) (27y

3
) + 5(2x) (81y

4
)  +  (1) (1) (243y

5
) 

    = 32x
5
 + 240x

4
y + 720x

3
y
2
 + 1080x

2
y
3
 + 810xy

4
 + 243y

5
 

 (ii) 



2x2 − 

3
x

4
 = 4C0 (2x

2
)
4
  



− 

3
x

0
 + 4C1 (2x

2
)3 



− 

3
x

1
 

     + 4C2 (2x
2
)
2
 



− 

3
x

2
  + 4C3 (2x

2
)
1
 



− 

3
x

3
  + 4C4 (2x

2
)
0
 



− 

3
x

4
  

    = (1) 16x
8
(1) + 4(8x

6
) 



− 

3
x   +  6(4x

4
) 


9

x2   + 4(2x
2
) 



− 

27
x3   

     + (1) (1) 



81

x4    

    = 16x8 − 96x5 + 216x2 − 
216

x   + 
81

x4  

G,Lô, 3.55 : DÚßl×j úRt\jûRl TVuTÓj§ 117
u U§l©û]d LôiL, 

¾oÜ : 

11
7
 = (1 + 10)

7
 

  = 7C0 (1)
7
 (10)

0
+7C1 (1)

6
 (10)

1
+7C2(1)

5
(10)

2
+7C3(1)

4
(10)

3
+7C4 (1)

3
(10)

4
  

  + 7C5 (1)
2
 (10)

5
 + 7C6 (1)

1
 (10)

6
 + 7C7 (1)

0
 (10)

7 

  = 1+70+
7 × 6
1 × 2

 10
2
 +

7 × 6 × 5
1× 2 × 3

 10
3
+

7 × 6 × 5
1 × 2 × 3

  10
4
 + 

7 × 6
1 × 2

  10
5
 + 7(10)

6
 + 10

7
   

  = 1 + 70 + 2100 + 35000 + 350000  + 2100000 + 7000000 + 10000000  
  = 19487171 

G,Lô, 3.56: 






x + 

1

x
3

17

 u ®¬YôdLj§p x
5
u ÏQLjûRd LôiL, 

¾oÜ : 






x + 

1

x
3

17

 -u ®¬®p. ùTôÕ Eßl×  
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  Tr + 1 = 17Cr x
17 − r 

 






1

x
3

r

  

   = 17Crx
17 − 4r

 

 x
5
 Id ùLôiP Eßl× Tr + 1 GuL, 

   ∴  17 − 4r = 5      ⇒  r  =  3 

   ∴ Tr + 1 = T3 + 1 

    = 17C3 x
17 − 4(3) 

 = 680x
5 

  ∴ x
5
-u ÏQLm = 680 

G,Lô, 3.55: 






x − 

2

x
2

10

 -u ®¬YôdLj§p Uô±− EßlûTd LôiL, 

¾oÜ : 






x − 

2

x
2

10

 -u ®¬®p.  

   Tr + 1 = 10Cr ( )x
10− r

  






− 2

x
2

r
  

    = 10Cr x 

10 − r
2   

(− 2)r

x2r   = 10Cr (− 2)
r
 x 

10 − r
2  − 2r

  

    = 10Cr (− 2)
r
 x 

10 − 5r
2   

  Uô±− Eßl× Tr + 1 GuL.  

   ∴  
10 − 5r

2   = 0  ⇒  r = 2 

 ∴ Uô±− Eßl×  = 10C2 (− 2)
2
 x

10 − 5(2)
2   

    = 
10 × 9
1 × 2

  × 4 × x
0
 

    = 180 

G,Lô, 3.58: n∈ N G²p. (1 + x)
n
-u ®¬®p ©uYÚY]Ytû\ ¨ì©dL: 

 (i) DÚßl×d ùLÝdL°u áÓRp = 2
n
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 (ii) Jtû\ Eßl×L°u ùLÝdL°u áÓRp =  CWhûP 

Eßl×L°u ùLÝdL°u áÓRp = 2
n − 1

 

¾oÜ : 

  (1 + x)
n
 u ®¬®Ûs[ ùLÝdLs nC0, nC1, nC2, … , nCn  GuT] 

DÚßl×d ùLÝdLs Guß AûZdLlTÓ¡u\], CûYLû[ Sôm  

C0, C1, C2, … Cn G] GÝÕ¡ú\ôm, 

   (1 + x)
n
 = C0 + C1x + C2x

2
 + … + Crx

r
 + … + Cnx

n
 

 CÕ x-p Es[ JÚ Øtù\ôÚûUVôÏm, AR]ôp. x-u Aû]jÕ 

U§l×LÞdÏm CÕ EiûUVôÏm,  

 x = 1 G]l ©W§«P. 

   2
n 

=  C0 + C1 + C2 + … + Cn  … (1) 

 x = − 1 G]l ©W§«P. 

   0 = C0 − C1 + C2 − C3 + … (− 1)
n
 Cn 

   ⇒ C0 + C2 + C4 + … = C1 + C3 + C5 + … 

 G]úY.    C0 + C2 + C4 + … = C1 + C3 + C5 + … = 2
n − 1 

Guß ¨ì©jRôp úTôÕUô]Õ, 

 C0 + C2 + C4 + … = C1 + C3 + C5 + … = k … (2)  GuL, 

(1)−ÚkÕ. C0 + C1 + C2 + … + Cn = 2
n
 

 2k = 2
n 

(2)−ÚkÕ 

 k = 2
n − 1

 

(2) −ÚkÕ.  C0 + C2 + C4 + … = C1 + C3 + C5 + … = 2
n − 1

 

T«t£ 3.7 
 (1) DÚßl×j úRt\jûRl TVuTÓj§ ©uYÚY]Ytû\ ®¬YôdÏL 

  (i) (3a + 5b)
5
 (ii) (a − 2b)

5
                 (iii) (2x − 3x

2
)
5
 

  (iv) 



x + 

1
y

11
  (v) (x

2
 + 2y

3
)
6
              (vi) ( )x y + y x

4
  

 (2) ©uYÚY]Ytû\f ÑÚdÏL, 

  (i) ( )2 + 1
5
  + ( )2 − 1

5
  (ii) ( )3 + 1

5
  − ( ) 3 − 1

5
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  (iii) ( ) 1 + 5
5
  + ( )1 − 5

5
  (iv) ( ) 2 a + 3

6
  + ( ) 2 a − 3

6
  

  (v) ( )2 + 3
7
  − ( )2 − 3

7
  

 (3) DÚßl×j úRt\jûRl TVuTÓj§ (101)
3
 Utßm (99)

3
u 

U§l×Lû[d LôiL, 

 (4) DÚßl×j úRt\jûRl TVuTÓj§ (0.998)
3
u U§lûTd LôiL, 

 (5) ®¬YôdLj§u ûUV Eßl©û]d LôiL, 

  (i) 







3x − 
2x

2

3

8

     (ii)  



 

b
x + 

x
b

16
    

   (iii) 



a

x − x
16

     (iv) (x − 2y)13              (v) 






x + 

2

x
2

17
  

 (6)  (i) (1 + x)
2n

 Cu ûUV Eßl× 
1.3.5.7 … (2n − 1)2

n
 x

n

n!  

  (ii) 



x + 

1
2x

2n

 Cu ûUV Eßl× 
1.3.5. … (2n − 1)

n!   

  (iii) 



x − 

1
x

2n

 Cu ûUV Eßl× 
(− 1)

n
 . 1.3.5.7. … (2n − 1)

n!    2n 
G]d LôhÓL

 

 (7) 



x − 

1
x

11

 Cu ®¬YôdLj§p  x
5
Cu ÏQLjûRd LôiL, 

 (8) (i)  



2x

2
 + 

1
x

12

      (ii) 





4x

2

3  − 
3
2x

9

      (iii) 






9x − 

b

cx
2

 17

  

  B¡V ®¬YôdLeL°p x-If NôWôR (Uô±− Eßl×) Eßl©û]d 

LôiL, 

 (9)  (1 + x)
20

Cu ®¬YôdLj§p. rYÕ Utßm (r + 1)YÕ Eßl×L°u 

ÏQLeLs 1 : 6 ®¡Rj§p CÚkRôp. ru U§lûTd LôiL, 

 (10) (1 + x)
n
Cu ®¬YôdLj§p. 5, 6 Utßm 7YÕ Eßl×L°u 

ÏQLeLs áhÓj ùRôP¬p CÚkRôp. n-Id LôiL, 
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4, ùRôPo Øû\Ùm ùRôPÚm 
4.1 A±ØLm: 
 Sôm A¥dL¥ úLs®lTÓm “¨Lrf£L°u Y¬ûNd¡WUm 

(Y¬ûN)”, “Cß§j úRoÜdÏ Øu× Y¬ûNVôL SPjRlTÓm §Úl×Rp 

úRoÜL°u ùRôPo”, “¡¬dùLh úRoÜl úTôh¥«u ùRôPo 

BhPeLs” GuT] úTôu\ átßL°p Y¬ûNd¡WUm Utßm 

ùRôPo B¡V YôojûRLs JúW AojRj§p ûLVô[lTh¥ÚlTûRd 

Lôi¡ú\ôm, L¦R Ã§VôL úSôdÏmúTôÕ CqYôojûRLs 

ùRô¯pÖhTØs[ ùYqúYß £\lTô] AojReLû[ 

A°dLdá¥V]ûYVôÏm, JÚ ùRôÏl©Ûs[ ùTôÚhLû[ 

Øû\VôL Y¬ûNlTÓjÕRûXd Ï±l©P ùRôPoØû\ Gu\ 

YôojûRûV TVuTÓjÕm AúR úSWj§p ùRôPo Gu\ YôojûRûV 

úYù\ôÚ AojRj§p TVuTÓjÕYÕ £\kRRôÏm, 

 ©uYÚm GÓjÕdLôh¥û] BWônúYôm, JÚ ØVÛm RYû[Ùm 

JúW §ûN«p Ï§jR YiQUôn Es[], BWmTj§p AYt±tÏ 

CûPlThP çWm JÚ ÁhPo GuL, ØVXô]Õ RYû[ûVl ©¥dÏm 

GiQjÕPu ARû] úSôd¡ Ï§d¡\Õ, AúR NUVj§p 

RYû[Vô]Õ Ruû] LôlTôt±d ùLôs[ AkR CPjûR ®hÓ 

Tô§j çWUô] 
1
2  ÁhPo çWj§tÏ Øuú] RôÜ¡\Õ,  JqùYôÚ 

Øû\Ùm RYû[Vô]Õ ØkûRV çWj§p Tô§ çWj§tÏ RôÜ¡\Õ, 

CfùNVp ùRôPokÕ SûPùTt\ôp ØVXô]Õ RYû[ûVl ©¥dL 

Ø¥ÙUô? 

 
TPm 4. 1 

 ØRp. 2m. 3m. 4m. ,,,, ¨ûXL°p ØVÛdÏm RYû[dÏm 

CûPlThPj çWeLs Øû\úV  a1, a2, a3, a4 … GuL, ØRp ¨ûX«p 

ØVÛdÏm RYû[dÏm CûPlThPj çWm 1 ÁhPo BRXôp. 
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   a1 = 1  ;  a2  =  
1
2   ;  a3  =  

1
4  = 

1

22   ;    a4 = 
1
8  = 

1

23  

 a1,  a2,  a3  …  JÚ ùRôPo Øû\VôÏm, CYt±u Y¬ûN«p JÚ 

JÝeÏ\ AûUdÏm ¨V§«ÚlTûRd Lôi¡ú\ôm, CeÏ an GuTÕ 

nBYÕ ¨ûX«p ØVÛdÏm RYû[dÏm CûPlThP çWm GuTÕ 

ùR°Ü, 

 úUÛm an = 
1

2n − 1
 . n →  ∞ G²p an → 0  

 i.e. n → ∞ Gàm úTôÕ ØVÛdÏm RYû[dÏm CûPlThP çWm 

éf£VUôÏm, Ck¨ûX«p ØVXô]Õ RYû[ûVl ©¥dÏm, 

 CkR GÓjÕdLôh¥u êXm JqùYôÚ CVp Gi EPu JÚ 

R²jR ùUnùViûQ ùRôPo×TÓjR Ø¥Ùm GuTûR A±¡ú\ôm, 

i.e. 1 2 3 … n 

 ↓ ↓ ↓  ↓ 

 a1 a2 a3  … an 

 = 1 = 
1
2  =  

1

21  = 
1
4   = 

1

22  … = 
1

2n − 1  

 ©uYÚm GiL°u Y¬ûNûVd LôiL, 

 (a) 8,  15,  22,  29, ……              (b) 6,  18,  54,  162, …… 
 (a)-p ØRp Gi 8, CWiPôm Gi 15, êu\ôm Gi 22 ... C§p 

CPm ùTßm JqùYôÚ GiÔm ARtÏ Øk§] GiÔPu 7-Id 

áhP ùT\lTÓYûRd Lôi¡ú\ôm, 

 (b)-p ØRp Gi 6, CWiPôm Gi 18, êu\ôm Gi 54 ... C§p 

CPmùTßm JqùYôÚ GiÔm ARtÏ Øk§] GiûQ 3Bp 

ùTÚd¡ ùT\lTÓYûRd Lôi¡ú\ôm, 

 CkR GÓjÕdLôhÓL°p ©uYÚm ®YWeLû[ Sôm 

LôQØ¥¡\Õ, 

 (i) Eßl×Ls JÚ ¨TkRû]dÏhThÓ GÝRlThÓs[], 

(AûUl×).  

 (ii) Y¬ûNVôL AûUkÕs[ Eßl×Ls (Y¬ûN). 

 C§−ÚkÕ Sôm A±YÕ VôùR²p JÚ Ï±l©hP Y¬ûN«p. 

HúRàm JÚ ¨TkRû]dÏhThÓ GiLs AûUdLlTÓYÕ JÚ 

ùRôPoØû\ GuTRôÏm, 
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4.2 ùRôPoØû\ (Sequence) : 
 JÚ ùRôPoØû\ GuTÕ CVp Gi LQj§−ÚkÕ ùUnùVi 

LQj§tÏ YûWVßdLlTÓm JÚ NôoTôÏm, 

 JÚ ùRôPoØû\ûV a G]d Ï±l©ÓúYôUô«u. a-u ¸r  

n ∈ N-u ©mTUô]Õ a(n) = an G]d Ï±l©PlTÓm,  

 CqYô\ôL. 1, 2, 3, … n … Gu\ CVp GiL°PjÕ a-u 

©mTeL[ôY] a1, a2, a3 … an, … BÏm, CeÏ a1, a2, a3 … an, … VôÜm 

JÚ ùRôPoØû\ûV AûUdÏm, 

 “JÚ ùRôPo Øû\Vô]Õ ARu ÅfNôp (range) GÝRlTÓm”. 

 ÑZp ãj§Wm (Recursive formula) : 
 JÚ ùRôPoØû\ûV ¨oQ«dL ARu ØRp £X Eßl×Lûû[ 

GÝÕYúRôÓ UhÓªu±. Ut\ Eßl×Lû[Ùm AYt±tÏ ØkûRV 

Eßl×L°u Yô«XôL GÝR ERÜm JÚ ãj§WjûRÙm ùNôpÛYÕ 

£\kRRôÏm, Cfãj§WjûRúV ÑZp ãj§Wm GuTo, 

 GÓjÕdLôhPôL. 1, 4, 5, 9, 14, … GuTÕ JÚ ùRôPoØû\VôÏm, 

C§p ØRp CÚ Eßl×Lû[j R®ojÕ Ut\ Eßl× JqùYôußm 

ARtÏ ØkûRV CÚ Eßl×L°u áÓRp Gu\ 

®§dÏhTh¥ÚlTRôp CÕ JÚ ùRôPo Øû\VôÏm, CRtÏ¬V ÑZp 

ãj§Wm an + 2 = an + an + 1 , n ≥ 1, CeÏ  a1=1, a2= 4 
 JÚ ùRôPoØû\«p CPmùTßm TpúYß GiLû[ ARu 

Eßl×Ls GuTo, CYtû\ a1, a2, a3, … , an, … G]d Ï±l©ÓYo, ¸r 

Ï±Ls AYt±u CÚl©PjûRj RÚ¡u\], nBYÕ EßlûT ùTôÕ 

Eßl× G]d ùLôsYo, 

GÓjÕdLôhPôL. 1,  3,  5,  7,  …  2n − 1,  …  Gu\ ùRôPoØû\«p 

 ØRp Eßl× = 1, CWiPôm Eßl× = 3, … … nm Eßl× 2n − 1 
 ©uYÚm ªuÑt±p RÓlTôuLs AWj§u TtLs Y¥®p 

AûUkR úLôÓL[ôp Ï±l©PlThÓs[], CjRÓlTôuLs VôÜm 1 

Bm©Vo ªu][ÜPu á¥V 1 Km RûPÙûPV]Yô«u.  

 
TPm 4. 2 
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 AYt±u Y¯VôL LôQlùTßm úYôpúPw B]Õ. 1, 1, 2, 3, 5, 8, 
13, 21, … BÏm, 
 CWiPôm Eßl©tÏ ©u YÚ¡u\ JqùYôÚ Eßl×m ARtÏ 

Øk§] CÚ Eßl×L°u áÓRXôL ùT\lTÓYûRd Lôi¡ú\ôm, 

CjùRôPo Øû\«u Eßl×Lû[l ©uYÚUôß ùRôPo×Lû[l 

TVuTÓj§ EÚYôdLXôm, 

   i.e. V1 = 1 
   V2 = 1 
   V3 = V2 + V1 
   V4 = V3 + V2 
   V5 = V4 + V3 
   . 
   . 
   . 
   Vn = Vn − 1 + Vn − 2 
   . 
   . 
   . 
 CqYô\ôL úUtLiP ùRôPo Øû\Vô]Õ ©uYÚm ®§Vôp 

RWlTÓm : 
   V1 = 1 
   V2 = 1 
   Vn = Vn − 1 + Vn − 2   ;   n ≥ 3 
 CjùRôPoØû\ûV ©×]ôd¡ ùRôPoØû\ (Fibonacci sequence) 
GuTo, C§p CPmùTßm GiLû[ ©×]ôd¡ GiLs GuTo, 

CjùRôPoØû\ûVd LiÓ©¥jRYo CjRô−V L¦RúUûR 

−úVô]ôoúPô ©×]ôd¡ GuTYo, BRXôp AYÚûPV ùTVWôp 

CjùRôPoØû\Ls AûZdLlTÓ¡u\], 

G,Lô, 4.1: 

 JÚ ùRôPo Øû\«u nYÕ Eßl× (− 1)n + 1 



n + 1

n   G²p ARu 

7YÕ EßlûTd LôiL, 
¾oÜ : 

   an = (− 1)n + 1 



n + 1

n   G]j RWlThÓs[Õ 

   n = 7 G]l ©W§«P 

   a7 = (− 1)7 + 1 


8

7    =  
8
7  
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4.3 ùRôPoLs (Series) : 
 1, 3, 5, 7, 9 Gu¡\ Ø¥Yô] ùRôPoØû\dÏ ARu áÓRp  
1 + 3 + 5 + 7 + 9 GuTÕ JÚ YûWVßjR Ø¥Üs[ U§lTô] 25-Il 

ùTtßs[Õ, B]ôp AúR NUVj§p 1, 3, 5, 7, … Gu¡\ Ø¥Yt\ 

ùRôPoØû\ûV GÓjÕd ùLôsúYôUô«u. ARu áÓRp  

1 + 3 + 5 + 7 + … JÚ YûWVßjR U§lûT RÚY§pûX, Hù]²p 

¨û\V Eßl×Lû[d áh¥dùLôiúP ùNpYRu êXm áÓR−u 

U§lTô]Õ YWm©u± A§L¬dL Yônl×s[Õ, 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + … 
JÚ Ø¥Yt\ ùRôPWôÏm, CqYô\ôL JÚ ùRôPWô]Õ. 

ùRôPoØû\«u Eßl×Lû[d áhÓYRu êXm ùT\lTÓm, 

 a1, a2, a3, … an … GuTÕ JÚ Ø¥Yt\j ùRôPoØû\Vô«u.  
a1 + a2 + … + an + … B]Õ JÚ Ø¥Yt\j ùRôPWôÏm,  

 CRû] ∑
k = 1 

∞
    ak G]d Ï±l©ÓYo,  

∑
k = 1 

∞
    ak-u n-YÕ TÏ§d áÓRXô]Õ. Sn = a1 + a2 + … + an BÏm, 

G,Lô, 4.2 ∑
n = 1 

∞
    

1

2n -u n-YÕ TÏ§d áÓRûXd LôiL, 

¾oÜ :  Sn = 
1

21  + 
1

22  + … + 
1

2n  

   and Sn + 1 = 
1

21  + 
1

22  + … + 
1

2n  + 
1

2n + 1  

   Sn + 1 = Sn + 
1

2n + 1  … (1) 

 Sn + 1-Il ©uYÚUôßm GÝRXôm, 

   Sn + 1 = 
1

21  + 
1

22  + … + 
1

2n  + 
1

2n + 1  

    = 
1
2  




1 + 

1
2 + 

1

22 + … + 
1

2n   

    = 
1
2  




1 + 





1

2 + 
1

22 + … + 
1

2n   
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   Sn + 1 = 
1
2  [1 + Sn] … (2) 

(1), (2)«−ÚkÕ Sn + 
1

2n + 1  = 
1
2  [1 + Sn] 

   2Sn + 
1

2n  = 1 + Sn 

   ∴ Sn = 1 − 
1

2n  

Ï±l× : CRû]l ùTÚdÏj ùRôPo ùLôsûLûVl TVuTÓj§Ùm 

AûPVXôm, JÚ ùTÚdÏj ùRôP¬u n Eßl×L°u áÓRp  

Sn = 
a(1 − rn)
(1 − r)

  G]j ùR¬Ùm, 

 CeÏ a = 
1
2  ,   n = n,   r = 

1
2  (< 1) 

   Sn = 

1
2 





1 − 


1

2
 
n

1 − 
1
2

   = 1 − 
1

2n  

T«t£ 4.1 
 (1) ©uYÚm ùRôPoØû\ JqùYôu±Ûm ØRp 5 Eßl×Lû[ 

GÝÕL, 

  (i) an = (− 1)n − 1 5n + 1   (ii) an = 
n(n2 + 5)

4         (iii) an = − 11n + 10 

  (iv) an = 
n + 1
n + 2                 (v) an = 

1 − (− 1)n

3        (vi) an = 
n2

3n  

 (2) ©uYÚY]Yt±p nYÕ EßlTôL ùTtßs[ 

ùRôPoØû\L°u úRûYVô] Eßl×Lû[d LôiL, 

  (i) an = 2 + 
1
n   ;  a5  ,  a7 (ii) an = cos 



nπ

2    ;  a4  ,  a5 

  (iii) an = 
(n + 1)2

n    ;  a7  ,  a10 (iv) an = (− 1)n − 1 2n + 1,  a5 ,  a8 

 (3) ¸rdLôÔm an-Il ùTôÕ EßlTôLd ùLôiP ùRôPo 

Øû\«u ØRp 6 Eßl×Lû[d LôiL, 

 
an = { 

n2 − 1,  n Jtû\ Gi G²p 

n2 + 1
2 , nCWhûP Gi G²p 
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 (4) ©uYÚm ùRôPoØû\L°p ØRp IkÕ Eßl×Lû[ GÝÕL, 
  (i) a1 = a2 = 2,   an = an − 1 − 1,   n > 2  
  (ii) a1 = 1,  a2 = 2, an = an − 1 + an − 2, n > 2 
  (iii) a1 = 1,  an = nan − 1 , n ≥ 2 
  (iv) a1 = a2 = 1,  an = 2an − 1 + 3an − 2, n > 2 

 (5) ∑
n = 1 

∞
    

1

3n -u nBYÕ TÏ§d áÓRûXd LôiL, 

 (6) ∑
n = 1 

∞
    5n

-u ØRp n Eßl×Ls YûW«Xô] áÓRûXd LôiL, 

 (7) ∑
n = 1 

∞
    

1

2n -u 101BYÕ Eßl©−ÚkÕ 200YÕ Eßl× 

YûW«Xô] Eßl×L°u áÓRûXd LôiL, 

4.4 £X £\lTô] ùRôPoØû\LÞm AYt±u 

ùRôPoLÞm: 
(1) áhÓj ùRôPo Øû\ (Arithmetic Progression) : 
 ØRp EßlûTj R®ojÕ. Ut\ JqùYôÚ Eßl×m ARtÏ 

EP]¥VôL Øu]ôp AûUkR Eßl×Pu JÚ ¨ûXVô] GiûQd 

áhÓYRôp ùT\lThPôp. AjRûLV Eßl×Ls VôÜm APe¡V 

ùRôPoØû\ûV áhÓj ùRôPoØû\ (Arithmetic progression A.P) 
GuTo, Ck¨ûXVô] GiûQ ùTôÕ ®j§VôNm GuTo, CRû] d 

G]d Ï±l©ÓYo, 
 GÓjÕdLôhPôL. 1, 3, 5, 7, … GuTÕ JÚ A.P BÏm, CRu ùTôÕ 

®j§VôNm 2 BÏm, 

(2)  áhÓj ùRôPo (Arithmetic Series): 

 JÚ ùRôP¬u Eßl×Ls A.Pp CÚl©u ARû]d áhÓj 

ùRôPo GuTo, 1 + 3 + 5 + 7 + …  JÚ áhÓj ùRôPWôÏm, 

(3)  ùTÚdÏj ùRôPo Øû\ (Geometric progression) : 
 JÚ ùRôPoØû\«u ØRp Eßl× éf£VUt\RôÙm. Ut\ 

JqùYôÚ Eßl×m ARtÏ EP]¥VôL Øu]ôp AûUkR Eßl©û] 

JÚ ¨ûXVô] éf£VUt\ GiQôp ùTÚd¡ ùT\lThPôp. 

AjùRôPoØû\ûV ùTÚdÏj ùRôPo Øû\ (Geometric progression 
G.P.) GuTo, Ck¨ûXVô] GiûQ ùTôÕ ®¡Rm GuTo, CÕ 

‘r’G]d Ï±l©PlTÓm, 

 JÚ G.P.u ùTôÕYô] AûUl× a, ar, ar2, …, a ≠ 0 Utßm r ≠ 0 
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 (4) ùTÚdÏj ùRôPo (Geometric series) : 

 a + ar + ar2 + … + arn − 1 + … GuTÕ JÚ ùTÚdÏj ùRôPo BÏm, 

Hù]²p CRu Eßl×Ls G.P.p Es[], JÚ ùTÚdÏj ùRôPo 

Ø¥Yô]RôLúYô (A) Ø¥Yt\RôLúYô CÚlTÕ ARtÏ¬V G.P.p 

Ø¥Yô] (ApXÕ) Ø¥Yt\ Eßl×Ls Es[ûRl ùTôßjRRôÏm, 
(5) CûNj ùRôPo Øû\ (Harmonic progression) : 
 JÚ ùRôPo Øû\«u Eßl×L°u RûX¸r U§l×Ls A.P.-p 

CÚl©u AjùRôPoØû\ JÚ CûNj ùRôPoØû\ G]lTÓm, 

 JÚ H.P-u ùTôÕYô] AûUl× 
1
a ,   

1
a + d ,   

1
a + 2d  ,…, CeÏ a ≠ 0. 

 CRu nYÕ Eßl×  Tn = 
1

a + (n − 1)d
  

 1, 
1
5 , 

1
9 , 

1
13 , …JÚ H.P. BÏm, Hù]²p AYt±u RûX¸r 

U§l×L[ô] 1, 5, 9, 13, … A.P. p Es[], 
Ï±l× : A.P., G.P.«p Es[Õ úTôp H.P.«p n Eßl×L°u áÓRp 

LôQ ùTôÕYô] ãj§Wm ¡ûPVôÕ, 

G,Lô, 4.3  JÚ H.P.u  5YÕ Utßm 12YÕ Eßl×Ls Øû\úV 12 Utßm 

5 G²p ARu 15YÕ EßlûTd LôiL, 

¾oÜ :  Tn = 
1

a + (n − 1)d
  

   T5 = 12  ⇒   
1

a + (5 − 1)d
   = 12   ⇒   

1
a + 4d  = 12 

   a + 4d = 
1

12   … (1) 

  Utßm T12 = 5  ⇒   
1

a + (12 − 1)d
   =  5   ⇒   

1
a + 11d    = 5 

  ⇒ a + 11d = 
1
5  … (2) 

  (2) − (1) 7d = 
7

60     ⇒   d = 
1
60  

  (1)    ⇒ a + 4 



1

60   = 
1

12  

   a + 
4

60  = 
1

12    ⇒  a  = 
1
12   −  

4
60  

   a = 
1

60  
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   ∴ T15 = 
1

a + (15 − 1)d
   =  

1
1

60 + 14 × 
1
60

  = 
1
15
60

  =  
60
15  

   T15 = 4 

4.5 ùRôPoØû\L°u NWôN¬Ls (Means of Progression) : 
4.5.1 áhÓf NWôN¬ : 
   a,A, b B¡VûY AP-p CÚl©u AB]Õ a Utßm b-u áhÓfNWôN¬ 

G]lTÓm, UßRûXVôL. A GuTÕ a-dÏm b-dÏm CûPlThP 

áhÓfNWôN¬ G²p. a, A, b B¡VûY AP-p CÚdÏm, 

  ⇒ A − a = b − A 
  ⇒ 2A = a + b 

  ⇒      A = 
a + b

2   

 ùTôÕYôL a, A1, A2, … , An, b GuTûY A.P.-p CÚl©u A1, A2, … 
An B¡VûY RWlThP CWiÓ GiL[ô] adÏm  bdÏm CûPlThP 

áhÓfNWôN¬Ls G]lTÓm, UßRûXVôL A1, A2, … , An,  GuTûY 

adÏm  bdÏm CûPlThP áhÓfNWôN¬Ls G²p.  

a, A1, A2, … , An, b GuTÕ A.P. BÏm, 

G,Lô, 4.4 : a Utßm bdÏm CûPúVÙs[ n áhÓfNWôN¬Lû[d 

LôiL, úUÛm AYt±u áÓRûXÙm LôiL, 

¾oÜ : 
 a Utßm bdÏm CûPúVÙs[ n áhÓfNWôN¬Ls A1, A2, … , An 
GuL, áhÓfNWôN¬«u YûWVû\«−ÚkÕ a, A1, A2, … , An , b 
GuTûY A.Pp CÚdÏm, ùTôÕ ®j§VôNm d GuL, 

  ∴ A1 = a + d,  A2 = a + 2d, A3 = a + 3d, … , An = a + nd Utßm  

b = a + (n + 1)d 
  ⇒ (n + 1)d = b − a 

   ∴ d = 
b − a
n + 1  

   ∴ A1 = a + 
b − a
n + 1   ;   A2 = a + 

2(b − a)
n + 1   … An = a + 

n(b − a)
n + 1   

 a Utßm bdÏm CûPúVÙs[ n áhÓfNWôN¬L°u áÓRp 

 A1 + A2 + … + An = 



a + 

b − a
n + 1   + 



a + 

2(b − a)
n + 1   + … + 



a + 

n(b − a)
n + 1  
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  = na + 
(b − a)
n + 1  [1 + 2 + … + n] 

  = na + 
(b − a)
(n + 1)  . 

n(n + 1)
2    =  na + 

n(b − a)
2   

  = 
2na + nb − na

2    =  
na + nb

2   = n 



a + b

2   

G,Lô, 4.5: CWiÓ GiLÞdÏ CûPúVÙs[ n áhÓfNWôN¬L°u 

áÓRXô]Õ Aq®WiÓ GiL°u R²jR áhÓfNWôN¬ úTôp n 

UPeÏ CÚdÏm G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 a Utßm bdÏm CûPúVÙs[ n áhÓfNôWôN¬Ls A1, A2, … , An 
GuL,  

 GÓjÕdLôhÓ 4.4−ÚkÕ 

  A1+A2+A3+…+An = n 



a + b

2  = n  (a Utßm b«u áhÓfNWôN¬) 

                                 = n (a Utßm b-u R²jR áhÓfNWôN¬) 

G,Lô, 4.6: − 1 Utßm 14 CûPúV AûUÙUôß 4 áhÓfNWôN¬Lû[d 

LôiL, 

¾oÜ :  −1 Utßm 14dÏm CûPúVÙs[ 4 áhÓfNWôN¬Ls A1, A2, A3, 
A4 GuL, YûWVû\«−ÚkÕ − 1, A1, A2, A3, A4, 14 B¡VûY A.P.«p 

CÚdÏm ùTôÕ ®j§VôNm d GuL, 

∴ A1= − 1 + d, ; A2 = − 1 + 2d ; A3 = − 1 + 3d, ; A4 = − 1 + 4d ; 14  =  −1+5d 

 ∴ d = 3 

∴ A1= − 1 + 3 = 2 ; A2 = − 1+2 × 3 = 5 ; A3 = −1+3×3 = 8 ; A4= − 1 + 12 = 11 

 ∴ 2, 5, 8 Utßm 11 B¡VûY úRûYVô] SôuÏ áhÓfNWôN¬Ls 

BÏm, 

4.5.2 ùTÚdÏfNWôN¬ (Geometric Mean) : 
 a Utßm b Gu\ GiL°u ùTÚdÏf NWôN¬ GBL CÚdLj 

úRûYVô]Õm úTôÕUô]ÕUô] LhÓlTôÓ a, G, b GuTûY G.P.p 

CÚdL úYiÓm GuTRôÏm, 

  ⇒ 
G
a   = 

b
G  = r 

  ⇒ G2 = ab 
   G = ± ab  
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Ï±l× : 

 (1) a, b ªûL GiLs G = + ab BÏm, 

 (2) a, b Ïû\ GiLs G²p G = − ab  BÏm, 

 (3) a, b CWiÓm ùYqúY\ô] Ï±Ls ùTt±Úl©u G.M B]Õ 

JÚ ùUnùVi ApX, CRû]j R®ojÕ ®PXôm, 

Hù]u\ôp Sôm ùUnj ùRôPoLû[ UhÓúU LÚj§p 

ùLôs¡ú\ôm, 

 (A,Õ,) a. b CWiÓm ùYqúY\ô] Ï±Ls ùLôiPûY G²p 

AYt±u G.M LôQ CVXôÕ, 

G,Lô, 4.7: RWlThÓs[ a Utßm b GiLÞdÏ CûPlThP n 

ùTÚdÏf NWôN¬Lû[d LôiL, úUÛm AYt±u ùTÚdLûXÙm 

LôiL, 

¾oÜ : 

 a Utßm bdÏm CûPlThP n ùTÚdÏf NWôN¬Ls G1, G2, … , Gn 
GuL, YûWVû\«−ÚkÕ a, G1, G2, … , Gn, b GuTûY G.P.«p 

CÚdÏm, AYt±u ùTôÕ ®¡Rm r GuL, 

 AqYô\ô«u G1 = ar,   G2 = ar2, … , Gn = arn Utßm b = arn + 1 

   rn + 1 = 
b
a                  ∴  r = 



b

a  

1
n + 1  

  ⇒ G1 = a 


b

a  

1
n + 1 ,     G2 = a



b

a  

2
n + 1   …  Gn = a



b

a  

n
n + 1  

AYt±u ùTÚdLp 

 G1 . G2 . G3 . Gn = a


b

a  

1
n + 1  . a



b

a  

2
n + 1  … a



b

a  

n
n + 1  

  = an 










b

a  

1 + 2 + … + n
n + 1   

  = an  










b

a  

n(n + 1)
2(n + 1)    =  an




b

a  

n
2  

  = (ab)

n
2  
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G,Lô, 4.8: 576 Utßm 9 B¡VYt±tÏ CûPlThP 5 ùTÚdÏf 

NWôN¬Lû[d LôiL, 

¾oÜ : a = 576 Utßm b = 9 B¡VYt±tÏ CûPlThP 5 G.M.Ls  

G1, G2, G3, G4, G5 GuL, ùTôÕ ®¡Rm r GuL, 

 G1 = 576r, G2 = 576r2 , G3 = 576r3 , G4 = 576r4,  G5 = 576r5,   9 = 576r6 

  ⇒ r6 = 
9

576    ⇒   r = 



9

576  

1
6  = 



1

64  

1
6  

   r = 
1
2  

∴ G1 = 576r = 576 × 
1
2  = 288 G2 = 576r2 = 576 × 

1
4  = 144 

 G3 = 576r3 = 576 × 
1
8  = 72 G4 = 576r4 = 576 × 

1
16  = 36 

 G5 = 576r5 = 576 × 
1
32  = 18 

 G]úY 576 Utßm 9-dÏm CûPlThP úRûYVô] G.M.Ls  

288, 144, 72, 36, 18 BÏm,  

G,Lô, 4.9: 

  b GuTÕ a Utßm c, (a ≠ c)dLô]  A.M. GuL, (b − a) GuTÕ  
a , (c − a)«u G.M. GuL, AqYô\ô«u a : b :  c = 1 : 3 : 5 G]d LôhÓL, 

¾oÜ : b GuTÕ a Utßm cdLô] A.M GuTRôp a, b, c GuTûY A.P.p 

CÚdÏm, ùTôÕ ®j§VôNm d GuL, 

   ∴ b = a + d   … (1)  

   c = a + 2d     … (2) 

 (b − a) B]Õ a Utßm (c − a)dLô] G.M. GuTRôp 

   ∴ (b − a)2 = a(c − a) 

   d2 = a(2d) (1), (2)−ÚkÕ 

  ⇒ d = 2a        [Q d ≠ 0] 

  ∴  b  = a + d       c = a + 2d 
        b  = a + 2a c = a + 2(2a) 

      b = 3a           c  =  5a   

   ∴ a : b : c = a : 3a : 5a 
    = 1 : 3 : 5 



 138

4.5.3 CûNf NWôN¬ (Harmonic mean) : 
 a, H, b B¡VûY H.P.p CÚkRôp H-B]Õ a Utßm b-dÏ¬V  H.M.  
G]lTÓm, 

 a, H, b B]Õ H.Pp CÚl©u 
1
a ,  

1
H ,  

1
b  B¡VûY A.Pp CÚdÏm, 

  ⇒ 
1
H  = 

1
a + 

1
b

2      ;   
2
H  = 

1
a  + 

1
b  

         H = 
2ab

a + b   

 CkR H B]Õ a Utßm bdÏm CûPúVVô] R²jR CûNf NWôN¬ 

BÏm, 

YûWVû\ : 
 a, H1, H2, ... Hn, b B¡VûY H.P-p CÚl©u adÏm bdÏm CûPúV 

Es[ H1, H2, … Hn GuTûY n CûNf NWôN¬Ls G]lTÓm, 

A.M., G.M. Utßm H.M. B¡VYt±tÏ CûPúVVô] ùRôPo× : 
G,Lô, 4.10: a, b CWiÓm ùYqúY\ô] ªûL GiLs G²p (i) A.M., 
G.M., H.M. B¡VûY G.P.«p CÚdÏm G]Üm     (ii) A.M > G.M > H.M 

G]Üm ¨ì©dL, 

¨ìTQm : 

   A.M. = 
a + b

2     ;   G.M.  = ab   ;   H.M.  =  
2ab

a + b  

  (i) 
G.M
A.M  = 

ab





a + b

2

   =  
2 ab
a + b  … (1) 

   
H.M
G.M  = 

2ab
a + b

ab
   =  

2 ab
a + b  … (2) 

 (1) Utßm (2)−ÚkÕ 

   
G.M
A.M  = 

H.M
G.M  

  ∴   A.M,  G.M,  H.M B¡VûY G.Pp CÚdÏm, 

  (ii)A.M − G.M = 
a + b

2   − ab  = 
a + b − 2 ab

2   
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    = 
( )a − b

2

2
 > 0 Q a > 0 ; b > 0 ; a ≠ b 

   A.M > G.M … (1) 

   G.M − H.M = ab   −  
2ab

a + b  

    = 
ab (a + b) − 2ab

a + b   = 
ab [ ]a + b − 2 ab

a + b   

    = 
ab ( )a − b

2

a + b    >  0 

   ∴   G.M  > H.M … (2) 
 (1) Utßm (2)−ÚkÕ                A.M. > G.M > H.M 

T«t£ 4.2 
 (1) (i) 1 Utßm 19dÏm CûPúVVô] IkÕ áhÓfNWôN¬Lû[d 

LôiL, 
  (ii) 3 Utßm 17dÏm CûPúVVô] 6 áhÓfNWôN¬Lû[d 

LôiL, 

 (2) (i) 7 Utßm 13 (ii) 5 Utßm − 3          (iii) (p + q) Utßm (p − q) 
  CûPúVVô] R²jR A.M-Id LôiL. 

 (3) b GuTÕ a Utßm c-u  G.M. GuL, x GuTÕ a Utßm b-u  A.M. 
GuL, y GuTÕ b Utßm c-u A.M. GuL, CqYô\ô«u  
a
x  + 

c
y  = 2 G] ¨ßÜL, 

 (4) JÚ H.P-u ØRp Utßm CWiPôm Eßl×Ls Øû\úV  

1
3  Utßm 

1
5  G²p 9YÕ EßlûTd LôiL, 

 (5) a, b, c B¡VûY H.P.p CÚl©u 
b + a
b − a

  + 
b + c
b − c

  = 2 G] ¨ßÜL, 

 (6) CÚ ªûL GiLÞdÏ CûPlThP ®j§VôNm 18 Utßm 

AYt±u G.Mu 4 UPeÏ U§lTô]Õ  H.M.-u 5 UPeÏdÏf 

NUUô«u. AkR GiLû[d LôiL, 

 (7) CÚ GiL°u A.M-u U§l× 1 G²p. AYt±u H.M B]Õ 

G.M.-u YodLj§tÏ NUUô«ÚdÏm G] ¨ßÜL, 

 (8) a, b, c B¡VûY A.P.«Ûm a, mb, c B¡VûY G.P«Ûm CÚl©u 

a, m2b, c B¡VûY H.P-p CÚdÏm G] ¨ßÜL, 
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 (9) JÚ H.P.-u pth Utßm qth Eßl×Ls Øû\úV q Utßm p G²p 

ARu (pq)th Eßl× 1 G]d LôhÓL, 

 (10) êuß GiLs JÚ H.P.-I AûUd¡u\], AYt±u áÓRp 11 

Utßm AYt±u RûX¸¯L°u áÓRp 1 G²p AkR 

GiLû[d LôiL, 

4.6 £X £\lTô] ùRôPoLs (Some special types of series) : 

4.6.1 DÚßl×j ùRôPo (Binomial series) 

JÚ ®¡RØß AÓdÏdÏ¬V DÚßl×j úRt\m (Binomial Theorem for 
a Rational Index) : 

 JÚ ªûL ØÝ Gi AÓdÏdÏ¬V DÚßl× ®¬YôdLj§û]f 

ùNu\ Aj§VôVj§p TôojúRôm, 

 (x + a)n = x n + nC1 x n − 1 a 1 + nC2x n − 2a2 +…+ nCrx
 n − r ar + … + nCnan 

Ï±lTôL. 

 (1 + x)n = 1 + nx + 
n(n − 1)

2!   x2 +  
n(n − 1) (n − 2)

3!   x3 + … + x n 

 n JÚ ªûL ØÝ GiQô«ÚdûL«p. (x + a)n
-u ®¬®p 

CPmùTßm Eßl×L°u Gi¦dûL (n+1) BÏm, G]úY CjùRôPo 

JÚ Ø¥Yô] ùRôPWôÏm, B]ôp n JÚ ªûL ØÝ GiQôL 

CpXô§Úl©u. CjùRôPo JÚ Ø¥Yt\ ùRôPWôÏm, 

úRt\m (¨ìTQªu±) 
n GuTÕ ªûLØÝ Gi ApXôR JÚ ®¡RØß GiQô«u. 

 | x | < |  G] CÚdûL«p      

 (1 + x)n = 1 + nx + 
n(n − 1)

1.2   x2 +  
n(n − 1) (n − 2)

1.2.3   x3 + … … BÏm 

 CeÏ | x | < | Gu\ ¨TkRû] SUdÏj úRûYlTÓ¡\Õ, CRtÏ¬V 

LôWQjûRl ©uYÚm GÓjÕdLôhPôp ®[dÏúYôm, 

 x = 1, n = − 1 G] úUtLiP ãj§Wj§p ©W§«ÓúYôm, 

   ãj§Wj§u CPl×\m = (1 + 1)− 1 = 
1
2  ,  

   YXl×\m = 1 + (− 1) (1) + 
(− 1) (− 2)

2   12 + … 

    = 1 − 1 + 1 − 1 + … 
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 CÚ×\eLÞm NUUt±ÚlTRtLô] LôWQm VôùR²p | x | < 1 
GuTûR x = 1 éoj§ ùNnVôRúR BÏm, 
 n JÚ ªûL ØÝ GiQô«ÚdûL«p CdáÓRXô] ¨TkRû]  | x | < 1 
úRûYVt\RôÏm, 

ªûLØÝ Gi AÓdÏdÏ¬V DÚßl×j úRt\j§tÏm. ®¡RØß 

Gi AÓdÏdÏ¬V DÚßl×j úRt\j§tÏm Es[ ®j§VôNeLs : 

 1. n ∈ N G²p  x-u GpXô U§l×LÞdÏm (1 + x)n B]Õ SuÏ 

YûWVßdLlTÓm, nB]Õ CVp Gi ApXôR JÚ ®¡RØß 

Gi G²p | x | < | Gu\ ¨TkRû]dÏhThÓRôu (1 + x)n
-I 

YûWVßdL Ø¥Ùm, 

 2. n ∈ N G²p (1 + x)n
-u ®¬YôdLj§p n + 1 Eßl×Ls UhÓúU 

CÚdÏm, n B]Õ CVp Gi ApXôR JÚ ®¡RØß Gi 

G²p (1 + x)n-u ®¬YôdLj§p Gi¦dûLVt\ Eßl×Ls 

CÚdÏm, 

£X Ï±l©hP ®¬YôdLeLs  
 n GuTÕ JÚ ®¡RØß Gi AÓdLô«u 

  (1 + x)n = 1 + nx + 
n(n − 1)

2!   x2 + 
n(n − 1) (n − 2)

3!   x3 + …  (1) 

 xdÏl T§XôL − xIl ©W§«P  

  (1 − x)n = 1 − nx + 
n(n − 1)

2!  x2  −  
n(n − 1) (n − 2)

3!  x3 + … (2) 

 ndÏl T§XôL − nIl ©W§«P 

   (1 + x)−n = 1 − nx + 
n(n + 1)

2!  x2− 
n(n + 1) (n + 2)

3!   x3 +… (3) 

 x-dÏl T§XôL − xIl ©W§«P  

  (1 − x)−n = 1 + nx + 
n(n + 1)

2!   x2 + 
n(n + 1) (n + 2)

3!   x3 +…  (4) 

Ï±l×  : 
 (1) AÓdÏ JÚ Ïû\ GiQô«u ùRôÏ§«Ûs[ LôW¦L°u 

U§l×Ls ºWôL 1 A§L¬dÏm, 

 (2) AÓdÏ JÚ ªûL GiQô«u ùRôÏ§«Ûs[ LôW¦L°u 

U§l×Ls ºWôL 1 Ïû\Ùm, 

 (3) x Utßm n-u Ï±Ls JúW Uô§¬Vô]ûYVô«u 

®¬YôdLj§u GpXô Eßl×LÞm ªûLVôÏm, 
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 (4) x Utßm n-u Ï±Ls ùYqúY\ô]ûYVô«u Eßl×L°u 

Ï±Ls Uô± Uô± YÚm, 

£X £\lTô] ®¬ÜLs : 

  1. (1 + x)−1 = 1 − x + x2 − x3 + … 

  2. (1 − x)− 1 = 1 + x + x2 + x3 + …  

  3. (1 + x)− 2 = 1 − 2x + 3x2 − 4x3 + …  

  4. (1 − x)− 2 = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + … 

ùTôÕ Eßl× : 
 | x |  < 1BL CÚdûL«p. JÚ ®¡RØß Gi n-dÏ  

   (1 + x)n = 1 + nx + 
n(n − 1)

1.2   x2 +  
n(n − 1) (n − 2)

1.2.3   x3 + … 

 CkR ®¬YôdLj§p  
 ØRp Eßl× T1 = T0 + 1 = 1 

 CWiPôYÕ Eßl×  T2 = T1 + 1 = nx = 
n
1  x1 

 êu\ôYÕ Eßl× T3 = T2 + 1  =  
n(n − 1)

1.2   x2
 

 SôuLôYÕ Eßl× T4 = T3 … 

  = 1 − 20x + 15(16x2) − 35(64x3) + …  

  = 1 − 20x + 240x2 − 2240x3 + … 

 (ii)  | x2 |  <  1 GuTRôp DÚßl×j úRt\j§u êXm (1 − x2)
− 4

-I   

            ®¬ÜTÓjRXôm, 

   = 1 + (4) (x2) + 
(4) (4 + 1)

1.2    (x2)
2
  +  

(4) (4 + 1) (4 + 2)
1.2.3    (x2)

3
 + …  

   = 1 + 4x2 + 10x4 + 20x6 + …  

G,Lô, 4.12: |x| < 2  G²p 
1

(2 + x)4-u ®¬YôdLj§û] 4-YÕ Eßl×YûW LôiL, 

¾oÜ : 

 
1

(2 + x)4  = (2 + x) − 4  =  2− 4  



1 + 

x
2
− 4

  | x | < 2  ⇒  



 

x
2   < 1 

  = 
1

16   





1 − (4) 


x

2  + 
(4) (4 + 1)

1.2  


x

2

2
 − 

(4) (4 + 1) (4 + 2)
1.2.3  



x

2

3
+…   



 143

  = 
1

16  





1 − 2x + 
(4) (5)

2  



x2

4  − 
(4) (5) (6)

1.2.3  
x3

8  + …   

  = 
1

16   −  
x
8  + 

5
32  x2 − 

5
32  x3 + …  

G,Lô,4.13:(1+x)n= 2n 





1 − n 



1 − x

1 + x  + n 



n + 1

2!  



1 − x

1 + x
2

 + …  G]d LôhÓL, 

¾oÜ :   y = 
1 − x
1 + x  GuL, 

   R.H.S  = 2n 



1 − ny + 

n(n + 1)
2!  y2 + …   = 2n [1 + y] − n 

    = 2n  



1 + 

1 − x
1 + x

 
− n

  =  2n  



1 + x + 1 − x

1 + x
− n

   

    = 2n 



2

1 + x  
− n

   =  2n  



1 + x

2
 
n

  = (1 + x)n  =  L.H.S. 

DÚßl×j ùRôPûWl TVuTÓj§ úRôWôV U§l× LôQp 

G,Lô, 4.14: 
3

126 -u U§lûT 2 RNUjRô]eLÞdÏ §ÚjRUôLd LôiL 
¾oÜ : 

 
3

126  = (126)

1
3  = (125 + 1)

1
3   

  = 



125 



1 + 

1
125  

1
3 = (125) 

1
3   



1 + 

1
125  

1
3   

  = 5 



1 + 

1
3 . 

1
125 + …                Q  

1
125  < 1 

  = 5 



1 + 

1
3 (0.008)     

   Ut\ Eßl×Ls ®XdLlThÓ®hP], 
  = 5[1 + 0.002666] 
  = 5.01 (2 RNUjRô]eLs §ÚjRUôL) 
G,Lô, 4.15: x GuTÕ JÚ ªLlùT¬V ªûL Gi 

            
3

x3+ 6 − 
3

x3 + 3 =
1

x2  (úRôWôVUôL) G]d LôhÓL, 

¾oÜ : x ùT¬VÕ G²p  
1
x   £±VÕ BÏm, G]úY 



1

x   < 1 
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3

x3 + 6  − 
3

x3 + 3  = (x3 + 6) 

1
3  − (x3 + 3) 

1
3   =  x





1 + 

6

x3  

1
3   − x 





1 + 

3

x3  

1
3   

  = x 




1 + 

1
3 . 

6

x3  +…    − x 




1 + 

1
3 . 

3

x3 + …    

  = 




x + 

2

x2 + …   − 




x + 

1

x2 + …  = 
2

x2   −  
1

x2   +  …   

  = 
1

x2    (úRôWôVUôL) 

G,Lô, 4.16: (1 − 2x) 
− 

1
2  Gu\ ®¬YôdLj§p x8

-u ÏQLjûRd LôiL 
¾oÜ :  

(1−x)−n=1+nx+
n(n + 1)

2!  x2+
n(n + 1) (n + 2)

3! x3+…+
n(n + 1) … (n + r − 1)

r!  xr+… 

G] SUdÏj ùR¬Ùm, 

ùTôÕ Eßl× Tr + 1 = 
n(n + 1) … (n + r − 1)

r!   xr   

 n = 
1
2  Utßm x-dÏ T§XôL 2xI GÓjÕd ùLôiPôp 

 Tr + 1 = 

1
2 


3

2  


5

2  … 



2r − 1

2
r!   (2x)r = 

1.3.5 … (2r − 1)

r!  2r   2r xr 

 ∴ xr
u ÏQLm = 

1.3.5 … (2r − 1)
r!   

 r = 8 G] ©W§«P 

 ∴ x8
u ÏQLm = 

1.3.5.7.9.11.13.15
8!    

4.6.2. T¥dÏ±j ùRôPo (AÓdÏj ùRôPo; Exponential Series) 
 T¥dÏ±j úRt\m (¨ìTQm CpXôUp) 
 xu GpXô ùUn U§l×LÞdÏm 

 



1 + 

1
1! + 

1
2! + … + 

1
n! + … 

x
  = 1 + 

x
1!  + 

x2

2!  + 
x3

3!  + …  

 B]ôp e = 1 + 
1
1!  + 

1
2!  + 

1
3!  + …  

 G]úY xu GpXô ùUnU§l×LÞdÏm  ex = 1 + 
x
1!  + 

x2

2!  + 
x3

3!  + …  
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 C§−ÚkÕ ¸rdLôÔm Ø¥ÜLs ¡ûPd¡u\], 

   e−x = 1 − 
x
1!  + 

x2

2!  − 
x3

3!  + … 

   
ex + e−x

2   = 1 + 
x2

2!  + 
x4

4!  + … 

   
ex − e−x

2   = x+ 
x3

3!  + 
x5

5!  + …  

   
e + e−1

2   = 1 + 
1
2!  + 

1
4!  + … 

   
e − e−1

2   = 
1
1!  + 

1
3!  + 

1
5!  + …  

4.6.3 UPdûLj ùRôPo (Logarithmic series) : 

 − 1 < x < 1 G²p log(1 + x) = x − 
x2

2   + 
x3

3   − 
x4

4   + … BÏm, 

CjùRôPWô]Õ UPdûLj ùRôPo Guß AûZdLlTÓm, 

 UPdûLj ùRôP¬u Ut\ AûUl×Ls ©uYÚUôß : 

   log(1 − x) = − x − 
x2

2   − 
x3

3   − … 

   − log(1 − x) = x + 
x2

2   + 
x3

3   + … 

   log(1 + x) − log(1 − x) = 2 





x + 
x3

3  + 
x5

5  + …   

   
1
2  log 

1 + x
1 − x

  = x + 
x3

3   + 
x5

5   + … 

T«t£ 4.3 
 (1) ¸rdLôÔm ®¬YôdLeL°p ØRp SôuÏ Eßl×Lû[ GÝÕL, 

  (i) 
1

(2 + x)4  CeÏ | x | > 2             (ii)  
1

3
6 − 3x

  CeÏ  | x | <  2 

 (2) ¸rdLôiTûYLû[ U§l©ÓL : 

  (i)   
3

1003 I 2 RNUjRô]eLs ÑjRUôL 
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  (ii) 
1

3
128

 I 2 RNUjRô]eLs ÑjRUôL 

 (3) x ªLf £±VÕ G²p 

  
1 − x
1 + x  = 1 − x + 

x2

2    (úRôWôVUôL) G] ¨ì©dL, 

 (4) x ªLlùT¬VÕ G²p x2 + 25   −  x2 + 9   =  
8
x  úRôWôVUôL G] 

¨ì©dL, 

 (5) (1 − 2x3)
11
2  -u ®¬YôdLj§p 5-YÕ Eßl× LôiL, 

 (6) (1 − x)−4 
u ®¬YôdLj§p (r + 1)YÕ Eßl× LôiL, 

 (7) xn = 1 + n



1 − 

1
x   + 

n(n + 1)
1.2   



1 − 

1
x

2
  + … G]d LôhÓL, 
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5, TÏØû\ Y¥®Vp 

(Analytical Geometry) 
A±ØLm 
 Y¥®Vp GuTÕ ×s°Ls. úLôÓLs. Yû[ÜLs. Yû[R[l 

TWl×Ls úTôu\ûYLû[Ùm AûYL°u Ti×Lû[Ùm Tt±V 

T¥lTôÏm, A¥lTûP ùLôsûLL[ôp Y¥®Vp EÚYô]Õ Guß 

¡,Ø, 300p Y¥®VÛdÏ A¥jR[m ChPYo ×LrùTt\ ¡úWdL 

L¦RúUûR ë¡°h AYoLs, ¡,©,. 17Bm èt\ôi¥p CVtL¦R 

Øû\Lû[ Y¥®Vp’ T¥l©p TVuTÓjRlThPRu ®û[YôL 

‘TÏØû\ Y¥®Vp EÚYô]Õ, ×LrùTt\ ©ùWgÑ RjÕY úUûRÙm 

L¦RúUûRÙUô] ùW² ùPLôoúP (Rene Descartes) (1596 − 1650) 
CVtL¦R Øû\Lû[ Y¥®Vp T¥l©p GqYôß TVuTÓjR Ø¥Ùm 

GuTûR ®[d¡]ôo, CR]ôp AYo TÏØû\ Y¥®VûX 

úRôtß®jRYo G]d LÚRlTÓ¡\ôo, AYÚûPV ùTV¬u Xj¾u 

Y¥YUô] Lôo¼£Vu GuT§−ÚkÕ CÕ ‘Lôo¼£Vu Y¥®Vp’ 
G]Üm AûZdLlTÓ¡\Õ, 

 CVtL¦Rj§tÏm Y¥Y L¦Rj§tÏm Es[ ùRôPoûTd 

ùLôQW CVtL¦Rj§u A¥lTûPVô] “Gi”ûQ 

Y¥YL¦Rj§u Ød¡V LÚjRô] “×s°”dÏ ùPLôohúP A±ØLm 

ùNnRôo, CkR ùRôPoTô]Õ “BVj ùRôûXL°u ùRôÏl×” G] 

AûZdLlTÓ¡\Õ, úUÛm AYo JÚ ×s°«u CÚl©PjûR 

¨ûXVô] úSodúLôÓL°−ÚkÕ Al×s°dÏs[ çWjûRÙm. 

§ûNûVÙm ùLôiÓ ùRôPo×TÓj§]ôo, CkR Aj§VôVj§p. ùNu\ 

YÏl×L°p UôQYoLs Lt\ TÏØû\ Y¥®Vp LÚjÕL°u 

ùRôPof£ûVd LôiúTôm, 

5.1 ¨VUlTôûR ApXÕ CVeÏYûW (Locus) : 
YûWVû\ : JÚ ×s°«u CVdLUô]Õ £X 

Ï±l©hP Y¥Y L¦R ¨TkRû]Lû[ ¨û\Ü 

ùNnÙUôß AûUk§ÚdÏUô]ôp. Al×s° 

SLokÕ ùNpÛm TôûR ARu CVeÏYûW 

ApXÕ ¨VUlTôûR G]lTÓm, 
 

TPm 5. 1 
 GÓjÕdLôhPôL.   C (h, k)    Gu\    ¨ûXjR ×s°«−ÚkÕ 

GlùTôÝÕm ‘a’ Gu\ ¨ûXVô] çWj§−ÚdÏUôß P(x1, y1) Gu\ 

JÚ ×s° CVeÏUô«u Al×s°«u CVeÏYûW JÚ YhPUôÏm, 

(TPm 5.1) ¨ûXjR ×s° ‘C’ YhPj§u ûUVm. ¨ûXVô] çWm ‘a’ 
AqYhPj§u BWUôÏm, 
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G,Lô, 5.1: (0, 1) Guàm ×s°«−ÚkÕ JÚ ×s°«u çWUô]Õ  

x-BVj§−ÚkÕ Al×s°«u çWjûRlúTôp CÚ UPeÏ B]ôp. 

Al×s°«u ¨VUlTôûRûVd LôiL, 
¾oÜ :  
 A(0, 1)  GuTÕ ùLôÓdLlThÓs[ 

×s°, úRûYVô] CVeÏYûW«u 

ÁÕs[ HúRàm JÚ ×s°ûV P(x1, y1)  

G] GÓjÕd ùLôsúYôm, P(x1,y1) Gu\ 

×s°«−ÚkÕ x-Af£tÏ YûWVlThP 

ùNeÏjÕd úLôh¥u A¥l×s° B 

GuL, G]úY PB = y1.  

 LhÓlTôÓ PA = 2PB 

 
TPm 5. 2 

   ∴  PA2 = 4PB2 

 i.e.     (x1 − 0) 2 + (y1 − 1)2 = 4y1
2 

 i.e.    x1
2 + y1

2 − 2y1 + 1 = 4y1
2 

 i.e. x1
2 − 3y1

2 − 2y1 + 1 = 0 

 G]úY (x1, y1)u CVeÏYûW x2 − 3y2 − 2y + 1 = 0 

G,Lô,5.2: (− 1, 1), (4, − 2) ×s°L°−ÚkÕ NUçWj§−ÚdÏUôß SLÚm 

×s°«u  CVeÏYûWûVd LôiL, 

¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThÓs[ ×s°Lû[ A(− 1, 1), B(4, − 2) G] GÓjÕd 

ùLôsúYôm, ùLôÓdLlThÓs[ LhÓlTôh¥t¡QeL SLÚm ×s° 
P(x1,y1) G]d ùLôsúYôm, LQd¡uT¥. PA = PB 

   ∴  PA2 = PB2 

  i.e.     (x1 + 1) 2 + (y1 − 1)2 = (x1 − 4)2 + (y1 + 2)2 

  i.e. x1
2 + 2x1 + 1 + y1

2 − 2y1 + 1 = x1
2 − 8x1 + 16 + y1

2 + 4y1 + 4 

  i.e. 10x1 − 6y1 − 18 = 0      i.e.  5x1 −3 y1 − 9 = 0 

 ∴ (x1, y1) ×s°«u CVeÏYûW 5x − 3y − 9 = 0 

G,Lô,5.3: A(− 2, 3), B(4, − 5) GuT] CÚ ×s°Ls, PA2 − PB2 = 20 Gu\ 

LhÓlTôh¥tÏ CQeL. SLÚm ×s°«u CVeÏYûW«u NUuTôÓ 

VôÕ? 
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¾oÜ : 
ùLôÓdLlThP CÚ ×s°Ls A(− 2, 3),  B(4, − 5).  P(x1, y1)  

CVeÏYûW«p Es[ HúRàm JÚ ×s° GuL, ùLôÓdLlThÓs[ 

LhÓlTôÓ. PA2 − PB2 = 20. 

 (x1 + 2)2 + (y1 − 3)2 − [ ](x1− 4)2 + (y1+5)2   = 20 

 x1
2 + 4x1 + 4 + y1

2 − 6y1 + 9 − [x1
2 − 8x1 + 16 + y1

2 + 10y1 + 25] = 20 

 12x1 − 16y1 − 48 = 0   

      i.e.      3x1 − 4y1 − 12 = 0 

 G]úY  (x1,y1)u CVeÏYûW 3x − 4y − 12 = 0 

G,Lô, 5.4: (7, −6) Utßm (3, 4) Gu\ ×s°LÞdÏ NUçWj§p AûUkR 

x-Af£u ÁRûUkR JÚ ×s°ûVd LôiL, 

¾oÜ : 
 úRûYVô] ×s° P(x1, y1) GuL, x-Af£u úUp P Es[Rôp.  

y1= 0. LQd¡uT¥ A(7, − 6), B(3, 4)  B¡V CÚ ×s°LÞm P Gu\ 

×s°dÏ NUçWj§p Es[ûY, 

 i.e.  PA = PB   ⇒   PA2 = PB2 

 ⇒  (x1 − 7)2 + (0 + 6)2 = (x1 − 3)2 + (0 − 4)2 

 ⇒  x1
2 − 14x1 + 49 + 36 = x1

2 − 6x1 + 9 + 16 

 ⇒  8x1 = 60    ∴  x1 = 15/2 

 G]úY úRûYVô] ×s°  



15

2  ,0  BÏm, 

T«t£ 5.1 
 (1) (1, − 4) Gu\ ×s°«−ÚkÕ GlùTôÝÕm 6 AXÏ çWj§p 

CÚdÏm ×s°«u CVeÏYûW«u NUuTôÓ LôiL, 

 (2) (1, 4), (− 2, 3)  Gu\ ×s°L°−ÚkÕ NUçWj§p SLÚm 

×s°«u CVeÏYûWûVd LôiL, 

 (3) 7x − 4y + 1 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u úUp P(5t − 4, t + 1) Gu\ 

×s°«ÚkRôp 

  (i) tu U§l× LôiL,   (ii) P«u áßLû[d LôiL, 
 (4) B§«−ÚkÕ JÚ ×s°«u ùRôûXÜ ARu y-AfÑj 

ùRôûXûYlúTôp IkÕ UPeùL²p Al×s°«u 

CVeÏYûWûVd LôiL, 
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 (5) (1, 2), (0, − 1)  Gu\ ×s°L°−ÚkÕ Es[ ùRôûXÜLs 2 : 1 
Gu\ ®¡Rj§p CÚdÏUôß SLÚm ×s°«u CVeÏYûW  

3x2 + 3y2 + 2x + 12y−1=0 G]d LôhÓL, 
 (6) P Gu\ ×s°Vô]Õ. P Utßm (2, 3), (1, 5) Gu\ ×s°Ls 

VôÜm GlùTôÝÕm JúW úSodúLôh¥p CÚdÏUôß 

SLokRôp P«u CVeÏYûW 2x + y − 7 = 0 G]d LôhÓL, 
 (7) A, B Gu\ CÚ ×s°L°u BVjùRôûXLs (1, 0) Utßm  

(− 2, 3). ¸rdLiP LhÓlTôhÓdÏ CQeL SLÚm ×s°«u 

CVeÏYûWûVd LôiL, 

  (i) PA2 + PB2 = 10    (ii) PA = 4PB. 

5.2 úSodúLôÓLs (Straight lines) : 
5.2.1 A±ØLm : 
 JÚ úSodúLôÓ GuTÕ Y¥®V−p Yû[YûW«u G°ûUVô] 

Y¥Ym BÏm, JqùYôÚ úSodúLôh¥tÏm JÚ NUuTôÓ EiÓ, JÚ 

úSodúLôhûP ¨oQ«dL CWiÓ ¨TkRû]Ls úRûY, 

úSodúLôh¥u NUuTôhûP ØkûRV YÏl×L°p TpúYß 

Y¥YeL°p ùTtßsú[ôm, AûYL[ôY]- 

 (1) NônÜ - ùYhÓjÕiÓ Y¥Ym (Slope – intercept form) : 
  (A,Õ,)  y = mx + c C§p ‘m’ GuTÕ úSodúLôh¥u NônûYÙm 

‘c’ GuTÕ y-ùYhÓjÕiûPÙm Ï±dÏm, 

(2) ×s° - NônÜ Y¥Ym (Point – slope form) : 

        (A,Õ,) y − y1 = m(x − x1)  C§p ‘m’ GuTÕ úSodúLôh¥u NônÜ, 

(x1, y1) GuTÕ úSodúLôh¥u ÁÕ ùLôÓdLlThP ×s°, 

(3) CÚ ×s° Y¥Ym (Two point form) : 

 
y − y1

y2 − y1
 = 

x − x1

x2 − x1
  C§p (x1, y1) Utßm (x2, y2)  GuT]  

 úSodúLôh¥u ÁÕ ùLôÓdLlThÓs[ ×s°Ls, 

 (4) ùYhÓjÕiÓ Y¥Ym (intercept form)  : 

 (A,Õ,) 
x
a   +  

y
b   = 1  C§p ‘a’. ‘b’ GuT] Øû\úV x Utßm  

 yAf£u ùYhÓjÕiÓLs, 

5.2.2 ùNeÏjÕ Y¥Ym (Normal form) : 
 B§«−ÚkÕ JÚ úSodúLôh¥tÏ YûWVlTÓm ùNeÏjÕd 

úLôh¥u ¿[Øm. AfùNeÏjÕdúLôÓ x-AfÑPu HtTÓjÕm 

úLôQØm ùLôÓdLlT¥u AdúLôh¥u NUuTôÓ LôQp, 
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JÚ úSodúLôÓ x, yAfÑLû[ Øû\úV 

R, N Gu\ ×s°L°p ùYhÓ¡\Õ 

G]d ùLôsL,  

 RNdÏ OL Gu\ ùNeÏjÕdúLôÓ 

Juß YûWL, 

OL = p. úUÛm XOL   = α GuL, 

   x, y AfÑL°u ùYhÓjÕiÓLs 

Øû\úV OR, ONBÏm,   
TPm 5. 3 

úSodúLôh¥u NUuTôÓ  
x

OR  + 
y

ON  = 1  …(1) 

 ùNeúLôQ ØdúLôQm OLRp,  sec α = 
OR
OL      ∴  OR = p sec α 

 ùNeúLôQ ØdúLôQm OLNp cosec α = sec (90 − α) = 
ON
OL       

 ∴ ON = p cosecα 
 NUuTôÓ (1)p OR, ON U§l×Lû[l ©W§«hPôp 

  
x

p sec α  + 
y

p cosec α  = 1      (A,Õ,) 
x cos α

p   + 
y sin α

p   = 1 

 (A,Õ,)  x cos α + y sin α = p  GuTÕ úRûYVô] úSodúLôh¥u 

NUuTôÓ BÏm, 

5.2.3 ÕûQVXÏ Y¥Ym (Parametric form) : 
YûWVû\ : x Utßm y Gu¡\ CÚUô±Ls. êu\ôYÕ Uô± ‘θ’u 

Nôo×L[ô«u. θ-u Yô«XôL GÝRlTÓm x Utßm y-dÏ¬V Nôo×Ls  

x, y-dÏ¬V ÕûQ AXÏ Y¥YeL[ôÏm, CeÏ θ Gu\ Uô±Vô]Õ 

Nôo©u ÕûQ AXÏ BÏm, 

  (x1, y1) Gu\ ×s° Y¯VôLÜm.  x-AfÑPu θ úLôQjûR 

HtTÓjRdá¥VÕUô] úSodúLôh¥u NUuTôhûPd LôQp, 
(ÕûQVXÏ Y¥Ym) 
 Q (x1, y1) GuTÕ ùLôÓdLlThP ×s° 

Utßm P(x, y) GuTÕ úSodúLôh¥u úUp 

Es[ HúRàm JÚ ×s° GuL, PQ = r 
GuL,  

 PTR   = θ GuL.  

B]ôp  PQM   = PTR      

   ∴ PQM   = θ 

 

 TPm 5. 4 
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ùNeúLôQ ØdúLôQm PQMp 

   cosθ = 
QM
PQ  = 

NR
r   = 

OR − ON
r   = 

x − x1
r   

 ∴  
x − x1

cosθ   = r … (1) 

 CúRúTôp sinθ = 
PM
PQ   =  

PR − MR
r    = 

y − y1
r   

   ∴   
y − y1

sinθ   = r … (2) 

 (1),(2)  ⇒    
x − x1

cos θ   = 
y − y1

sinθ  = r GuTÕ úRûYVô] úSodúLôh¥u 

NUuTôÓ, 

     úSodúLôh¥u GkR JÚ ×s°ûVÙm (x1 + r cos θ, y1 + r sin θ)  G]j 

ÕûQVXÏ Yô«XôL GÝRXôm, C§p r GuTÕ CVtL¦Rj 

çWUôÏm, CeÏ r JÚ ÕûQ AXLôÏm, 

5.2.4  ùTôÕ Y¥Ym (General form) : 

 ax + by + c = 0 Gu\ NUuTôÓ GlùTôÝÕm JÚ úSodúLôhûPd 

Ï±dÏm, 

 ax + by + c = 0 Gàm NUuTôÓ Ï±dÏm ¨VUlTôûR«p HúRàm 

êuß ×s°Ls (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) GuL, ©u]o. 

   ax1 + by1 + c = 0 … (1) 

   ax2 + by2 + c = 0 … (2) 

   ax3 + by3 + c = 0 … (3) 

 (1) × (y2 − y3) +  (2) × (y3 − y1) + (3) × (y1 − y2) ⇒  

 a [ ]x1 (y2 − y3) + x2 (y3 − y1) + x3 (y1 − y2)   = 0 

 ‡ a ≠ 0,   x1 (y2 − y3) + x2 (y3 − y1) + x3 (y1 − y2) = 0 

 ARôYÕ (x1, y1), (x2, y2) Utßm (x3, y3) JÚ úLôhÓl×s°Ls, 

G]úY ax + by + c = 0 JÚ úSodúLôh¥u NUuTôPôÏm, 
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5.2.5 JÚ ×s°«−ÚkÕ úSodúLôh¥tÏ YûWVlTÓm ùNeÏjÕd 

úLôh¥u ¿[m : 

 (x1, y1) Gu\ ×s°«−ÚkÕ  ax + by + c = 0 Gàm úSoúLôh¥tÏ 

YûWVlTÓm ùNeÏj§u ¿[m 






ax1 + by1 + c

a2 + b2
  

 ax + by + c = 0   … (1) Gàm 

NUuTôÓ AB Gu\ úSodúLôhûPd 

Ï±dLhÓm, 

 P(x1, y1)  GuTÕ ùLôÓdLlThP 

×s° ABdÏ PD ùNeÏjÕ YûWL, PD 
Rôu úRûYVô] çWm,  PD dÏ 

CûQVôL O Y¯VôL OM YûWL, 

OM=p GuL, úUÛm MOB  = α. GuL, 
 TPm 5. 5 

 AB Gu\ úSodúLôh¥u NUuTôÓ (5.2.2u T¥) 

   x cosα + y sinα − p = 0 … (2) 

 NUuTôÓLs (1) Utßm (2)-m JúW úSodúLôhûPd Ï±d¡u\], 

G]úY JjR ÏQLeLs NU®¡Rj§p CÚdÏm, 

   ∴  
cos α

a   = 
sinα

b   = 
− p
c   

   cosα = − 
ap
c  ,   sinα = − 

pb
c   

   sin2 α + cos2α  = 1  GuTûR A±úYôm 

   
p2b2

c2   + 
p2a2

c2   = 1      i.e.     p2a2 + p2b2 = c2 

   p2(a2 + b2) = c2     i.e .  p2  =  
c2

a2 + b2  

   p = ± 
c

a2 + b2
  

 G]úY cosα = K 
a

a2 + b2
  ,  sinα = K 

b

a2 + b2
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 OL = p′ Guß GÓjÕdùLôiPôp úSodúLôÓ NRu NUuTôÓ 

 x cos α + y sin α − p′ = 0 
 P(x1, y1)  Gu\ ×s° NR Gu\ úSodúLôh¥u úUp AûUYRôp 

 x1 cos α + y1 sin α − p′ = 0 

 (A,Õ,) OL = p′ = x1 cos α + y1 sin α 

 TPj§uT¥. úRûYVô] çWm  

 PD = LM  = OM − OL = p − p′ 
  = p − x1 cosα − y1 sin α 

  = ± 
c

a2 + b2
  ± 

x1 . a

a2 + b2
  ± 

y1 . b

a2 + b2
  = ± 

ax1+by1+c

a2 + b2
  

G]úY (x1, y1) ×s°«−ÚkÕ ax + by + c = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 

YûWVlTÓm ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[m = 






ax1 + by1 + c

a2 + b2
  

¡û[júRt\m : 
 B§«−ÚkÕ ax + by + c = 0 Gàm úSodúLôh¥tÏ YûWVlTÓm 

ùNeÏj§u ¿[m = 







c

a2 + b2
  

Ï±l× : úSodúLôh¥u ùTôÕf NUuTôÓ ax+by+c = 0 i.e. y = − 
a
b x  − 

c
a  

 CÕ y = mx + c úTôp Es[Õ   

 ∴  m = − 
a
b    (A,Õ,)  NônÜ = − 

xu ÏQLm

yu ÏQLm
  

G,Lô,5.5: NônÜ 2 Utßm y-ùYhÓjÕiÓ 7 EûPVÕUô] 

úSodúLôh¥u NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 
 NônÜ-ùYhÓjÕiÓ Y¥Ym y = mx + c    CeÏ m = 2, c = 7 
 G]úY úRûYVô] úSodúLôh¥u NUuTôÓ  y = 2x + 7 

G,Lô, 5.6: (− 1, 2)  Gu\ ×s°«u Y¯VôLf ùNpÛm úSodúLôh¥u 

NônÜ 
2
7  G²p AdúLôh¥u NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 

 ×s° - NônÜ Y¥Ym y − y1 = m(x − x1).  
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  CeÏ     (x1, y1) = (− 1, 2) úUÛm m = 
2
7  

   ∴  y − 2 = 
2
7  (x + 1) (A,Õ,)   7y − 14 = 2x + 2 

  úSodúLôh¥u NUuTôÓ 2x − 7y + 16 = 0 

G,Lô, 5.7: 

 (1, 2), (3, − 4)  Gu\ ×s°Ls Y¯VôLf ùNpÛm úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 

     CÚ ×s°Ls Y¯VôLf ùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôÓ  

 
y − y1

y1 − y2
  = 

x − x1

x1 − x2
  CeÏ (x1, y1) = (1, 2) úUÛm (x2, y2) = (3, − 4)  

 úRûYVô] úSodúLôÓ, 

   
y − 2
2 + 4  = 

x − 1
1 − 3

  

 ⇒  
y − 2

6   = 
x − 1
− 2

           ⇒    
y − 2

3    =  
x − 1
− 1

  

 ⇒  y − 2 = − 3 (x − 1)  ⇒  y − 2  =  − 3x + 3 

  úSodúLôh¥u úRûYVô] NUuTôÓ 3x + y = 5 

G,Lô, 5.8: (1, 2) Gu\ ×s°«u Y¯VôLf ùNpYÕm AfÑdL°u úUp 

ùYhÓjÕiÓLû[ 2:3 Gu\ ®¡Rj§p HtTÓjÕm úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 

 úSodúLôh¥u ùYhÓjÕiÓ Y¥Ym 
x
a  + 

y
b  = 1            … (1) 

 ùYhÓjÕiÓL°u ®¡Rm  2 : 3.      ∴ a = 2k,    b = 3k. 

 (1)p ©W§«P.     
x

2k  + 
y
3k   = 1    (A,Õ,)   3x + 2y  =  6k 

 (1, 2) ×s° Y¯ ùNpYRôp. 3 + 4 = 6k      (A,Õ,)  6k  =  7 

 úRûYVô] úSodúLôh¥u NUuTôÓ  3x + 2y = 7 

G,Lô, 5.9: (2, −3) Gu\ ×s°«−ÚkÕ 2x − y + 9 = 0 Gu\  

úSodúLôh¥tÏ YûWVlTÓm ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[jûRd LôiL, 
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¾oÜ : 
  (x1, y1) Gu\ ×s°«−ÚkÕ ax + by + c = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 

YûWVlThP ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[m = 






ax1 + by1 + c

a2 + b2
 . 

 BûLVôp (2, −3) Gu\ ×s°«−ÚkÕ 2x − y + 9 = 0 Gu\ 

úSodúLôh¥tÏ YûWVlThP ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[m 







2(2) − (− 3) + 9

(2)2 + (− 1)2
  = 

16
5

   AXÏLs, 

G,Lô, 5.10: 4x−3y+20=0  Gu\ úLôh¥tÏ 5 AXÏLs ùRôûX®Ûs[ y 
= x + 1 Gu\ úLôh¥u úUÛs[ ×s°«u áßLû[d LôiL, 

¾oÜ : (x1, y1) Gu\ ×s° y = x + 1 Gu\ úSodúLôh¥u úUp Es[Õ 

G] GÓjÕd ùLôsúYôm, 

 ∴ y1 = x1 + 1 … (1) 

 (x1, y1) Gu\ ×s°«−ÚkÕ 4x − 3y + 20 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 

YûWVlThP ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[m 

  






4x1 − 3y1 + 20

42 + (− 3)2
  = ± 



4x1 − 3y1 + 20

5   

 B]ôp ùNeÏj§u ¿[m 5 AXÏLs G]j RWlThÓs[Õ, 

   ∴  ± 



4x1 − 3y1 + 20

5   = 5 

   ∴   4x1 − 3y1 + 20 = ± 25 

 ªûLdÏ±ûV GÓjRôp. 4x1 − 3y1 + 20 = 25 

 ⇒                       4x1 − 3y1 = 5 … (2) 

 Ïû\dÏ±ûV GÓjRôp.   4x1 − 3y1 + 20 = − 25 

 ⇒  4x1 − 3y1 = − 45 … (3) 

 (1), (2)u ¾oÜ  x1 = 8,   y1 = 9 

 (1), (3)u ¾oÜ  x1 = − 42,   y1 = − 41. 

 ∴ G]úY úRûYVô] áßLs (8, 9), (− 42, − 41). 

G,Lô,5.11: JúW úSodúLôh¥tÏ B§«−ÚkÕ YûWVlTÓm 

ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[m 6 AXÏLs, AfùNeÏjÕdúLôÓ  

x-AfÑPu HtTÓjÕm úLôQm 120° G²p. AkR úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 
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¾oÜ : 

 úSodúLôh¥u ùNeÏjÕ Y¥Ym  x cosα + y sinα = p 

 CeÏ α = 120°,  p = 6      ∴ x cos 120° + y sin 120° = 6 

  ⇒ x 



− 

1
2   + y 



3

2   = 6   ⇒  − x + 3 y = 12 

  ⇒ x − 3 y + 12 = 0 

 ∴ úSodúLôh¥u NUuTôÓ  x − 3 y + 12 = 0 

G,Lô,5.12: 4x − 3y − 12 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 3 AXÏLs ùNeÏjÕ 

çWj§p y-Af£u ÁÕs[ ×s°Lû[d LôiL,  

¾oÜ : 
 RWlThÓs[ LhÓlTôh¥t¡QeL y-Af£u ÁÕ AûUkR 

×s°ûV P(0, y1) GuL, 

 ùLôÓdLlThP úSodúLôÓ 4x − 3y − 12 = 0  

 P Gu\ ×s°«−ÚkÕ  4x − 3y − 12 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 

ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[m  






−3y1 − 12

42 + (− 3)2
  = 



3y1 + 12

5   

 ùNeÏjÕ çWm 3 AXÏLs G]j RWlThÓs[Rôp. 

 



3y1 + 12

5   = 3     ⇒  3y1 + 12  =  ± 15 

 3y1 + 12 = 15 (A) 3y1 + 12 = − 15 

 3y1 = 3 (A) 3y1 = − 27 

 y1 = 1 (A) y1 = − 9 

 (0, 1) Utßm (0, − 9) úRûYVô] ×s°Ls, 

T«t£ 5.2 
 (1) (− 1, − 2) Gu\ ×s°«u Y¯VôLf ùNpÛm úSodúLôh¥u 

NônÜ 
4
7  G²p AdúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 

 (2) NônÜ 3 Utßm y-ùYhÓjÕiÓ 4 EûPVÕUô] 

úSodúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 

 (3) (3, − 3) Gu\ ×s°Y¯f ùNpYÕm x-AfÑPu 45° úLôQjûR 

HtTÓYÕUô] úSodúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 
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 (4)  (3, 6) ,(2, − 5) B¡V ×s°Lû[ CûQdÏm úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 

 (5) ùYhÓjÕiÓL°u áÓRp 9 EûPVÕm (2, 2) ×s°«u 

Y¯VôLf ùNpYÕm B] úSodúLôh¥u NUuTôhûPd 

LôiL, 

 (6) (− 1, 3) Gu\ ×s°«u Y¯VôLf ùNpÛm úSodúLôh¥u  

x-ùYhÓjÕiÓ y-ùYhÓjÕiûPl úTôX êuß UPeÏ 

G²p AkúSodúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 

 (7) (2, 4), (4, 6), (−6, −10)  B¡V ×s°L[ôp HtTÓm 

ØdúLôQj§u SÓdúLôÓL°u NUuTôÓLû[d LôiL, 

 (8)  (3, 2)  Gu\ ×s°«−ÚkÕ 3x + 2y + 1= 0 Gu\ úSoúLôh¥tÏ 

YûWVlTÓm ùNeÏjÕdúLôh¥u ¿[jûRd LôiL, 

 (9) JÚ úSodúLôh¥u AfÑLÞd¡ûPúV Es[ TÏ§ûV (−3, 2)  
Gu\ ×s° CÚNUdá±Óm G²p. AkR úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 

 (10) (1, 2), (−2, −1), (3, 6) Utßm (6, 8) B¡VûY SôtLWj§u 

Ef£l×s°Ls G²p. ARu êûX®hPeL°u 

NUuTôÓLû[d LôiL, 

 (11) AfÑL°u úUp Es[ ùYhÓjÕiÓL°u áÓRp Utßm 

ùTÚdLp Øû\úV 1, −6  G²p. AkR úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 

 (12) 7x + 3y − 6 = 0 Gu\ úSodúLôÓ AfÑLú[ôÓ HtTÓjÕm 

ùYhÓjÕiÓLû[d LôiL, 

 (13) 
x
3  + 

y
4  = 1 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 4 AXÏLs ùNeÏjÕj 

çWj§Ûm x-Af£u ÁÕm Es[ ×s°ûVd LôiL, 

 (14) (4, 1) Gu\ ×s° Y¯úV x-AfÑPu  135° EiPôdÏm 

úSodúLôh¥tÏm 4x − y = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏm 

CûPlThP çWjûRd LôiL, 

5.3 úSodúLôÓL°u ùRôÏl× (Family of straight lines) : 
 CRtÏ ØkûRV Aj§VôVj§p. JÚ úSodúLôhûPl Tt± 

T¥júRôm, CkR Aj§VôVj§p JÚ R[j§p AûUkR JußdÏ 

úUtThP úSodúLôÓLû[l Tt± TôodLXôm, 



 159

5.3.1 CÚúLôÓLÞdÏ CûPúV Es[ úLôQm : 
   l1 : y = m1x + c1 Utßm 

     l2 : y = m2x + c2 GuT] P Gu\ 

×s°«p ùYh¥dùLôsÞm 

úSodúLôÓL°u NUuTôÓLs 

GuL, CûY x-Af£u ªûL 

§ûN«p HtTÓjÕm úLôQeLs 

Øû\úV θ1 Utßm θ2 GuL, 

CqYô\ô«u,  m1 =  tanθ1    Utßm   
TPm 5. 6 

m2 = tanθ2. CÚ úLôÓLÞdÏ CûPúV Es[ úLôQm θ GuL, 

TPm (5.6)uT¥   θ1 = θ + θ2 

 ∴ θ = θ1 − θ2 

 ⇒     tanθ = tan (θ1 − θ2)  = 
tanθ1 − tanθ2

1 + tanθ1.tanθ2
  = 

m1 − m2
1 + m1 m2

  

 
m1 − m2

1 + m1 m2
  U§l× Ïû\ GiQôLúYô ApXÕ ªûL 

GiQôLúYô CÚdÏm, YZdLUô] UW×lT¥ Sôm CÚ úLôÓLÞdÏ 

CûPlThP úLôQm ÏßeúLôQUôLd ùLôsúYôm, G]úY Sôm 

tanθ ®tÏ ªûL U§lûT (R² U§lûT) GÓjÕdùLôsúYôm, 

G]úY  tanθ = 




m1 − m2

1 + m1 m2
  ;    ∴  θ  =  tan−1 





m1 − m2

1 + m1 m2
  

¡û[júRt\m (1) : CÚ úSodúLôÓLs CûQVô]ôp. AYt±u 

NônÜLs NUUôL CÚdÏm, 

¨ìTQm : 
 CÚ úSodúLôÓLs CûQVô]ôp. AYt±tÏ CûPlThP 

úLôQm éf£Vm,   θ  =  0.      ∴    tan θ = 0 

   ⇒ 
m1 − m2

1 + m1 m2
  = 0      ⇒  m1 − m2  =  0 

   (A,Õ,) m1 = m2 

 G]úY CÚ úSodúLôÓLs CûQVô]ôp. AYt±u NônÜLs 

NUUôL CÚdÏm, 

Ï±l× : UßRûXVôL. NônÜLs NUùU²p CÚúSodúLôÓLÞm 

CûQVôL CÚdÏm, 
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¡û[júRt\m (2): CÚ úSodúLôÓLs Ju±tùLôuß ùNeÏjÕ 

G²p. AYt±u NônÜL°u ùTÚdLtTX²u U§l×  −1 BÏm, 
¨ìTQm : 
 CÚ úSodúLôÓLÞm ùNeÏjRô]ôp. θ = 90°. 

 ∴  tanθ = tan90° = ∞    ⇒  
m1 − m2

1 + m1 m2
  = ∞ 

 TÏ§ éf£VUôL CÚkRôpRôu CÕ Nôj§Vm, AR]ôp 

 1 + m1 m2 = 0           (A,Õ,)   m1 m2  =  − 1 

 G]úY CÚ úSodúLôÓLs Ju±tùLôuß ùNeÏjÕ G²p. 

AYt±u NônÜL°u ùTÚdLtTXu = − 1. 

Ï±l× (1) : UßRûXVôL. NônÜL°u ùTÚdLtTXu = − 1 G²p CÚ 

úSodúLôÓLÞm JußdùLôuß ùNeÏjRôL CÚdÏm, 

   (2) : m1,m2 CWiÓm Ø¥Yô]ûYVôL CÚkRôpRôu 

¡û[júRt\m (2) ùTôÚkÕm, úSodúLôÓLs 

AfÑdL[ôLúYô ApXÕ AfÑdLÞdÏ CûQVôLúYô 

CÚkRôp CÕ ùTôÚkRôÕ, 

¡û[júRt\m (3): úSodúLôÓLs CûQVôL CÚkRôp. AkR 

úSodúLôÓL°u NUuTôÓL°p Es[x, yu ÏQLeLs NU®¡Rj§p 

CÚdÏm, Ï±lTôL CÚ CûQ úSodúLôÓL°u NUuTôÓLs Uô±− 

Eßl×L[ôp UhÓúU úYßTÓm, 

¨ìTQm : 
 a1x + b1y + c1 = 0 Utßm a2x + b2y + c2 = 0 Gàm CÚúLôÓLs 

CûQVô]ûY GuL, a1x + b1y + c1 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  

m1 = − 
a1
b1

   ; a2x + b2y + c2 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ m2 =  − 
a2
b2

  

 CÚ úLôÓLÞm CûQVô]ûY ; m1 = m2. 

 (A,Õ,)   − 
a1
b1

  = − 
a2
b2

     ⇒    
a1
a2

    =  
b1
b2

  

 (A,Õ,) x, yu ÏQLeLs NU ®¡Rj§p CÚdÏm, 

  
a2
a1

   = 
b2
b1

  =  λ (GuL) 

  ∴  a2 = a1 λ,   b2 = b1 λ 

 G]úY CWiPôYÕ NUuTôÓ a2x + b2y + c2 = 0ûY  

 λa1x + λ b1y + c2 = 0 G] GÝRXôm, 
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 (A,Õ,) a1x + b1y + 
c2

λ   = 0    

  (A,Õ,)    a1x + b1y + k  =  0  (CeÏ  k = 
c2

λ   ) 

 G]úY a1x + b1y + c1 = 0 Gàm úLôh¥tÏ CûQVô] úLôh¥u 

NUuTôÓ  a1x + b1y + k = 0 BÏm, 

Ï±l× (1): CRtÏ ØkûRV Aj§VôVj§p B§dÏm JÚ úSodúLôÓ  
ax + by + c = 0-dÏm CûPlThP çWm LôiTRtÏ E¬V JÚ 

ãj§WjûRl TôojúRôm, (A,Õ,) çWm  = 






c

a2 + b2
  

 CûRl TVuTÓj§  ax + by + c1 = 0, ax + by + c2 = 0 Gu\ CÚ 

CûQúLôÓLÞdÏ CûPlThP çWjûRd LQd¡ÓYRtÏ E¬V 

ãj§WUôL d = 
| c1 − c2 |

a2 + b2
  GuTûRj RÚ®dLXôm, Sôm | c1 − c2 | 

GÓlTRu LôWQm c2 > c1 BLúYô ApXÕ c1 > c2 BLúYô CÚdLXôm 

GuTúR, 

Ï±l× (2): CÚ CûQVô] úLôÓLÞdÏ CûPúV Es[ çWjûRd 

LiÓ©¥lTRtÏ Øu]ôp AkR CÚ úLôÓLû[Ùm ax + by + c1 = 0 

Utßm ax + by + c2 = 0 Gu\ §hP Y¥Yj§p GÝ§ ©\Ï ãj§WjûRl 

TVuTÓjRÜm, 
¡û[júRt\m (4): ax + by + c = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ ùNeÏjRô] 

úSodúLôh¥u NUuTôh¥u Y¥Ym HúRàm JÚ k-u U§l×dÏ  
bx − ay + k = 0 BÏm, 
¨ìTQm : ax + by + c = 0 Utßm a1x + b1y + c1 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

JußdùLôuß ùNeÏjRô]ûY GuL, 

 ax + by + c = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  m1 = − 
a
b  

 a1x + b1y + c1 = 0  Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ m2 = − 
a1
b1

  

CÚ úSodúLôÓLÞm JußdùLôuß ùNeÏjÕ G²p m1 m2 = − 1 

 (A,Õ,) 



− 

a1
b1

   



− 

a
b   = − 1      (A,Õ,)   aa1  =  − bb1 

  (A,Õ,)      
a1
b   = − 

b1
a   = λ GuL,    ∴ a1 = bλ, b1 = − aλ 
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    CWiPôYÕ NUuTôÓ a1x + b1y + c1 = 0I bλx − aλy + c1 = 0 G] 

GÝRXôm, 

 (A,Õ,) bx − ay + 
c1

λ   = 0   

 (A,Õ,) bx − ay + k = 0    CeÏ k = 
c1

λ   

 G]úY ax + by + c = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ ùNeÏjRô] 

úSodúLôh¥u NUuTôh¥u Y¥Ym HúRàm JÚ k-u U§l×dÏ  

bx − ay + k = 0 BÏm, 
Ï±l× : CÚ úSodúLôÓLs Juû\ùVôuß ùYh¥dùLôsÞm 

×s°ûVd LiÓ©¥dL. AYt±u NUuTôÓLû[j ¾odLÜm, 

5.3.3 êuß úSodúLôÓLs JúW ×s°Y¯úV ùNpYRtLô] 

LhÓlTôhûPd LôQp : 

   a1x + b1y + c1 = 0  … (1) 

   a2x + b2y + c2 = 0  … (2) 

   a3x + b3y + c3 = 0  … (3) 

 GuT] êuß úSodúLôÓL°u NUuTôÓLs GuL, êuß 

úSodúLôÓLÞm JúW ×s°«p Nk§jRôp. HúRàm CWiÓ 

úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm ×s° Y¯VôL êu\ôYÕ 

úSodúLôÓ ùNpX úYiÓm, 

 (1), (2)  NUuTôÓLû[j ¾oÜ ùNnYRôp ¡ûPdÏm ØRp CWiÓ 

úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm ×s°«u BVjùRôûXL[ôY] 

  x = 
b1 c2 − b2c1

a1b2 − a2b1
  , y = 

c1a2 − c2 a1

a1b2 − a2b1
  

 CkR x, y u U§l×Lû[ NUuTôÓ (3)p ©W§«hPôp. 

 (A,Õ,)   a3 






b1 c2 − b2c1

a1b2 − a2b1
  + b3 







c1a2 − c2 a1

a1b2 − a2b1
  + c3 = 0 

 (A,Õ,)   a3 (b1c2 − b2c1) +b3(c1a2 − c2a1) + c3(a1b2 − a2b1) = 0 

 (A,Õ,)    a1(b2c3 − b3c2) − b1(a2c3 − a3c2) + c1(a2b3 − a3b2) = 0 

   (A,Õ,)  







a1  b1  c1

a2  b2  c2

a3  b3  c3

 = 0 
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 CÕúY êuß úSodúLôÓLs JúW ×s° Y¯úVf ùNpYRtÏj 

úRûYVô] LhÓlTôPôÏm, 

5.3.4 CÚ RWlThP úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm ×s° 

Y¯fùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôÓ LôQp : 

 ùLôÓdLlThP CÚúSodúLôÓL°u NUuTôÓLs 

   a1x + b1y + c1 = 0 … (1)  

   a2x + b2y + c2 = 0 … (2)    GuL, 

 a1x + b1y + c1 + λ (a2x + b2y + c2) = 0… (3) Gu\ NUuTôhûP 

GÓjÕd ùLôsúYôm, CeÏ λ JÚ Uô±−, 

 NUuTôÓ (3) B]Õ x, yp JÚ T¥fNUuTôPôL CÚlTRôp. 

CÕÜm JÚ úSodúLôhûPd Ï±dÏm, (1), (2) NUuTôÓLs ùYhÓm 

×s°  (x1, y1)  GuL,  

 ∴ a1x1 + b1y1 + c1 = 0  Utßm a2x1 + b2y1 + c2 = 0 

 ∴ a1x1 + b1y1 + c1 + λ (a2x1 + b2y1 + c2) = 0 

 ×s° (x1, y1) B]Õ NUuTôÓ (3)IÙm ¨û\Ü ùNn¡\Õ, 

 G]úY a1x + b1y + c1 + λ (a2x + b2y + c2) = 0 Gu\ úSodúLôÓ  

a1x + b1y + c1 = 0  Utßm a1x + b2y + c2 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

ùYhÓm ×s°Y¯f ùNpÛm úSodúLôPôÏm, 

G,Lô, 5.13 : 3x − 2y + 9 = 0, 2x + y − 9 = 0 B¡V CÚ úSodúLôÓLÞdÏm 

CûPlThP úLôQjûRd Lôi, 

¾oÜ : 

 3x − 2y + 9 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  m1 = 
3
2   



‡y = 

3
2 x + 

9
2   

 2x + y − 9 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  m2 = − 2 [ ‡ y = − 2x + 9] 

 CÚ úSodúLôÓLÞdÏm CûPlThP úLôQm ‘θ’ G²p. 

   θ = tan−1 




m1 − m2

1 + m1 m2
  

    = tan−1 







3

2 + 2

1 + 
3
2 (− 2)

  = tan−1 







7

2
2 − 6

2
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    = tan−1 



− 

7
4   = tan−1 



7

4   

G,Lô,5.14 : 2x + y − 9 = 0 Utßm 2x + y − 10 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

CûQVô]ûY G]d LôhÓL, 

¾oÜ : 

 2x + y − 9 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ m1 = − 2 ; 

 2x + y − 10 = 0  Gu\ úSodúLôh¥u NônÜm2 = − 2  ;    ∴ m1 = m2 

 G]úY ùLôÓdLlThP CÚ úSodúLôÓLÞm CûQVô]ûY, 

G,Lô,5.15:x+2y+5=0, 2x+ 4y − 5 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs CûQVô]ûY 

G]dLôhÓL, 

¾oÜ : 
 ùLôÓdLlThP CÚ NUuTôÓLs 

   x + 2y + 5 = 0 … (1) 

   2x + 4y − 5 = 0 … (2) 

 x, yu ÏQLeLs NU®¡Rj§p Es[], LôWQm 
1
2  = 

2
4  , G]úY 

CÚ úSodúLôÓLÞm CûQVôÏm, 

Ï±l× : NUuTôÓ(2)I x + 2y − 5/2 = 0 G] GÝÕYRu êXm CÚ 

NUuTôÓLÞm Uô±− Eßl©p úYßTÓYRôp Aq®Ú 

úSodúLôÓLÞm CûQVô]ûYVôÏm, 

G,Lô, 5.16: 2x + 3y − 6 = 0  Utßm 2x + 3y + 7 = 0 Gu\ CÚ CûQ 

úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP çWm LôiL, 

¾oÜ : 

 CÚ CûQ úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP çWm = 






c1 − c2

a2 + b2
 

BÏm,  CeÏ c1 = − 6, c2 = 7, a = 2, b = 3 

 G]úY úRûYVô] çWm 






− 6 − 7

22 + 32
  = 





− 13

13
  = 13  AXÏLs 

G,Lô, 5.17: 2x + 3y − 9 = 0, 3x − 2y + 10 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

JußdùLôuß ùNeÏjÕ G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 2x + 3y − 9 = 0  Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  m1 =  − 
2
3  
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 3x – 2y + 10 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  m2 = 
3
2    

       ∴  m1m2 = − 
2
3  . 

3
2  = − 1 

 G]úY ùLôÓdLlThP CÚ úSodúLôÓLs JußdùLôuß 

ùNeÏjRôÏm, 

G,Lô,5.18: 3x + 2y = 9 Gu\ úSodúLôh¥tÏ CûQVôLÜm (3, − 3)  
Gu\ ×s°Y¯VôLÜm ùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôhûPd 

LôiL, 
¾oÜ : 
 3x + 2y − 9 = 0 CûQVô] JÚ úSodúLôh¥u Y¥Ym 

   3x + 2y + k  =  0 … (1) 
 CdúLôÓ (3, − 3) Gu\ ×s°Y¯f ùNpYRôp   

 9 − 6 + k  =  0     (A,Õ,)   k  =  − 3 

     ∴ 3x + 2y − 3 = 0 GuTÕ úRûYVô] úSodúLôh¥u NUuTôPôÏm, 
G,Lô,5. 19: 3x + 4y + 28 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏf ùNeÏjRôLÜm  
(−1, 4)  Gu\ ×s°Y¯VôLÜm ùNpÛm úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 
¾oÜ : 
   3x + 4y + 28 = 0dÏ ùNeÏjRô] úSodúLôh¥u Y¥Ym 4x − 3y + k = 0 

 CdúLôÓ (− 1, 4)u Y¯VôLf ùNpYRôp − 4 − 12 + k = 0    ⇒  k  =  16 

 G]úY úRûYVô] úSodúLôh¥u NUuTôÓ 4x − 3y + 16 = 0 

G,Lô, 5. 20:  4x − 3y − 18 = 0, 3x − 4y + 16 = 0 Utßm x + y − 2 = 0 B¡V 

úSodúLôÓLû[ TdLeL[ôLd ùLôiP ØdúLôQm Ko CÚNUTdL 

ØdúLôQm G]dLôhÓL, 

¾oÜ : 

 4x − 3y − 18 = 0  Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ  m1 = 
4
3  

 3x − 4y + 16 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ    m2 = 
3
4  

       x + y − 2 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ   m3 = − 1 

 4x − 3y − 18 = 0 Utßm 3x − 4y + 16 = 0 Gu\ úSodúLôÓLÞdÏ 

CûPlThP úLôQm ‘α’ GuL, 

 θ = tan−1 




m1 − m2

1 + m1 m2
  Gu\ ãj§WjûRl TVuTÓj§]ôp 
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 α = tan−1 







4

3 − 
3
4

1 + 
4
3  

3
4

  = tan−1 





16 − 9
12
2   

  = tan−1 



7

24   = tan−1 



7

24   

 3x−4y+16 = 0 Utßm x + y − 2 = 0 Gu\ úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP 

úLôQm ‘β’  GuL, 

   ∴  β = tan−1 







3

4 + 1

1 +
3
4 (− 1)

   = tan−1    



7 / 4

1 / 4   

    = tan−1 (7) 

 x+y −2 = 0 Utßm 4x−3y− 18= 0  Gu\ úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP 

úLôQm ‘γ’ GuL, 

   ∴ γ = tan−1 







−1 − 

4
3

1 + (− 1) 


4

3

  = tan−1 







− 

7
3

− 
1
3

  

    = tan−1 (7) 

    β = γ  
 G]úY RWlThP ØdúLôQm Ko CÚNUTdL ØdúLôQUôÏm, 

G,Lô, 5.21 :  5x + 4y − 13 = 0 Utßm 3x + y − 5 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

ùYh¥dùLôsÞm ×s°ûVd LôiL, 

¾oÜ : 
 úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm ×s°ûVd LôQ. AYt±u 

NUuTôÓLû[j ¾odLÜm, 

 ùYh¥dùLôsÞm ×s° (x1, y1) GuL, 

 (x1, y1)  B]Õ CÚ úSodúLôÓL°u ÁÕm Es[Rôp 

   ∴    5x1 + 4y1 = 13 … (1) 

   3x1 + y1 = 5 … (2) 

 (2) × 4     ⇒ 12x1 + 4y1 = 20 … (3) 

 (1) − (3)  ⇒ − 7x1 = − 7    ∴   x1 = 1 
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  x1 = 1 GuTûR NUuTôÓ(1)p ©W§«P.  5 + 4y1 = 13 

   4y1 = 8        ∴ y1  = 2 

 G]úY ùYh¥dùLôsÞm ×s° (1, 2) BÏm, 

G,Lô,5.22 : 2x + y = 8, 3x − y = 2 B¡V úSodúLôÓLs ùYh¥d 

ùLôsÞm ×s°ûV (2,−3) Gu\ ×s°ÙPu CûQdÏm 

úSodúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 
 ùLôÓdLlThÓs[ CÚ úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm 

×s°Y¯f ùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôÓ  

 2x + y − 8 + λ (3x − y − 2) = 0 … (1) 

 NUuTôÓ(1)Id Ï±dÏm úSodúLôPô]Õ (2, −3) Gu\ ×s°Y¯f 

ùNpYRôp   4 − 3 − 8 + λ (6 + 3 − 2) = 0 

   ∴   λ = 1 

  ∴   (1) ⇒ 2x + y − 8 + 3x − y − 2 = 0     ⇒    5x − 10 = 0 
   x = 2 GuTÕ úRûYVô] úSodúLôh¥u NUuTôÓ, 

G,Lô, 5.23: 2x + y = 8 Utßm 3x − 2y + 7 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

ùYh¥dùLôsÞm    ×s°    Y¯VôLÜm    4x + y − 11 = 0    Gu\ 

úSodúLôh¥tÏ CûQVôLÜm Es[ úSodúLôh¥u NUuTôhûPd 

LôiL, 

¾oÜ : 
 CÚ úSodúLôÓLÞm ùYh¥dùLôsÞm ×s° (x1, y1) GuL, 

    2x1 + y1 = 8 … (1) 

    3x1 − 2y1 = − 7 … (2) 

  (1) × 2 ⇒ 4x1 + 2y1 = 16 … (3) 

  (2) + (3) ⇒  x1 = 
9
7   ;   y1 = 

38
7     ;  ∴  (x1, y1) = 



9

7 , 
38
7   

 4x + y − 11 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ CûQVô] JÚ 

úSodúLôh¥u NUuTôh¥u Y¥Ym 4x + y + k = 0  

 CdúLôÓ  



9

7 ,
38
7   Gu\ ×s°Y¯f ùNp¡\Õ, 

   ∴ 
36
7   + 

38
7   + k = 0    ;   k = − 

74
7   

   4x + y − 
74
7   = 0 
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   ∴ 28x+7y−74 = 0  GuTÕ úRûYVô] úSodúLôh¥u NUuTôPôÏm, 

G,Lô,5.24: 5x − 6y = 1 Utßm 3x + 2y + 5 = 0 Gu\ Cq®Ú 

úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm ×s°Y¯VôLÜm. 3x − 5y + 11 = 0  
Gu\ úSodúLôh¥tÏf ùNeÏjRôLÜm Es[ úSodúLôh¥u 

NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 
    ùLôÓdLlThÓs[ CÚ úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm ×s° 

Y¯VôLf ùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôÓ  

 5x − 6y − 1 + λ (3x + 2y + 5) = 0 … (1) 

 (5 + 3λ)x + (− 6 + 2λ)y + (− 1 + 5λ) = 0 

 CkR úSodúLôÓ 3x − 5y + 11 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏf 

ùNeÏjRôL Es[Õ, 

     ùNeÏjRôL Es[ CÚ úSodúLôÓL°u NônÜL°u ùTÚdLtTXu 

−1 (A,Õ,)  m1 m2=  −1 

  ⇒        − 



5 + 3λ

− 6 + 2λ   


3

5    = − 1 

   15 + 9λ = − 30 + 10λ     ∴ λ = 45 

 (1)   ⇒  5x − 6y − 1 + 45 (3x + 2y + 5) = 0     i.e.   140x + 84y + 224 = 0 
  (A,Õ,) 5x + 3y + 8  =  0  GuTÕ úRûYVô] úSodúLôh¥u 

NUuTôPôÏm, 

G,Lô,5.25: 3x + 4y = 13; 2x − 7y + 1 = 0 Utßm 5x − y = 14 B¡V 

úSodúLôÓLs JúW ×s°«p Nk§dÏm G] ¨ì©, 

¾oÜ : 
  ØRp CWiÓ úSodúLôÓLÞm ùYhÓm ×s° (x1, y1) G²p 

    3x1 + 4y1 = 13 … (1) 

    2x1 − 7y1 = − 1 … (2) 

 (1) × 7 ⇒ 21x1 + 28y1 = 91 … (3) 

 (2) × 4 ⇒ 8x1 − 28y1 = − 4 … (4) 

 (3) + (4) ⇒ 29x1 = 87      ⇒  x1  =  3 

 (1)  ⇒ 9 + 4y1 = 13    ⇒     y1  = 1 

 ØRp CWiÓ úSodúLôÓLÞm ùYh¥dùLôsÞm ×s° (3, 1)   
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 CûR    5x − y = 14 Gu\ NUuTôh¥p ©W§«P 

   C,T, = 5x − y 

    = 15 − 1 = 14 = Y,T, 
 (A,Õ,) (3, 1) Gu\ ×s°Vô]Õ êu\ôYÕ úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPÙm ¨û\Ü ùNn¡\Õ, G]úY êuß úSodúLôÓLÞm 

JúW ×s°«p Nk§lT]YôÏm, 

G,Lô, 5.26:  x − y − 5 = 0,  2x − y − 8 = 0 Utßm 3x − y − 9 = 0 B¡V 

úSodúLôÓLû[l TdLeL[ôLd ùLôiP ØdúLôQj§u 

ùNeúLôhÓ ûUVjûRd LôiL, 

¾oÜ : 

  x − y − 5 = 0 … (1) 

  2x − y − 8 = 0 … (2) 

  3x − y − 9 = 0 … (3) 
 CfNUuTôÓLs Øû\úV 

∆ABC«u TdLeL[ô] AB, BC 
Utßm CAId Ï±lTûY GuL,  

 (1), (3) ùYhÓm ×s° A(2, − 3)  
TPm 5. 7 

 BCu NUuTôÓ 2x − y − 8 = 0. CdúLôh¥tÏf ùNeÏjRô] 

úSodúLôh¥u NUuTôh¥u Y¥Ym   x + 2y + k = 0 … (4) 

 A(2, − 3)  Gu\ ×s°Y¯ úSodúLôÓ (4)  ùNpYRôp        

  2 − 6 + k  =  0     ⇒   k  =  4 
 G]úY AD u NUuTôÓ  x + 2y = − 4 … (5) 

 (1)IÙm (2)IÙm ¾olTRôp SUdÏ B(3, − 2)  Gu\ ùYhÓm ×s° 

¡ûPd¡\Õ, 

 3x − y − 9 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏf ùNeÏjRô] úLôh¥u 

NUuTôh¥u Y¥Ym  x + 3y + k = 0  

 CdúLôÓ B(3, − 2) Gu\ ×s°Y¯f ùNpYRôp.  

    ∴  3 − 6 + k = 0    ⇒  k  =  3 
 ∴ G]úY BEu NUuTôÓ x + 3y  = − 3 … (6) 

 NUuTôÓLs (5)m, (6)m  ùYhÓm ×s° O (− 6, 1). CÕúY ∆ABCu 

ùNeúLôhÓ ûUVUôÏm, 

G,Lô,5.27: ‘a’Cu GmU§l©tÏ 3x + y + 2 = 0, 2x − y + 3 = 0 Utßm  

x + ay − 3 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs JúW ×s°Y¯f ùNpÛm GuTûRd 

LôiL, 
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¾oÜ : 
  (x1, y1)  GuTÕ êuß úSodúLôÓLÞm Nk§dÏm ×s° GuL, 

ØRp CWiÓ NUuTôÓLû[Ùm CkR ×s° éoj§ ùNn¡\Õ, 

   ∴   3x1 + y1 + 2 = 0 … (1) 

    2x1 − y1 + 3 = 0 … (2) 

  (1), (2) NUuTôÓLû[j ¾olTRôp SUdÏ ùYhÓm ×s° (− 1, 1)  
G]d ¡ûPd¡\Õ, êuß úSodúLôÓLÞm JúW ×s°Y¯úVf 

ùNpYRôp ùYhÓm ×s°ûV x + ay − 3 = 0 Gu\ NUuTôh¥p 

©W§«P. 

   ∴ − 1 + a − 3 = 0 
   (A,Õ,) a = 4 

T«t£ 5.3 

 (1) 2x + y = 4 Utßm x + 3y = 5 B¡V CÚ úSodúLôÓLÞdÏm 

CûPlThP úLôQm LôiL, 

 (2) 2x + y = 5, x − 2y = 4 Gu\ CÚ úSodúLôÓLÞm JußdùLôuß 

ùNeÏjÕ G] ¨ßÜL, 

 (3) 3x + 2y − 7 = 0  Gu\ úSodúLôh¥tÏ CûQVôLÜm (1, − 2) Gu\ 

×s°Y¯VôLÜm ùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôh¥û]d 

LôiL, 

 (4) x + y = 9 Gu\ úSodúLôh¥tÏf ùNeÏjRôLÜm (2, 1) Gu\ 

×s° Y¯VôLÜm ùNpÛm úSodúLôh¥u NUuTôÓ LôiL, 

 (5) 5x + 4y − 13 = 0, 3x + y − 5 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

ùYh¥dùLôsÞm ×s°ûVd LôiL, 

 (6) 2x − 3y + 9 = 0,  6x + ky + 4 = 0 Gu\ CÚ úSodúLôÓLs CûQ 

G²p. k-u U§l× LôiL, 

 (7) 2x + y − 9 = 0, 4x + 2y + 7 = 0 Gu\ CûQ úSodúLôÓLÞdÏ 

CûPlThP çWjûRd LôiL, 

 (8) 8px + (2 − 3p) y + 1 = 0 ;  px + 8y − 7 = 0 Cq®Ú úSodúLôÓLÞm 

ùNeÏjRô]ûY G²p pu U§l× Lôi, 

 (9) 2x + y = 8 ; 3x − 2y + 7 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

ùYh¥dùLôsÞm×s° Y¯VôLÜm 4x + y − 11 = 0 Gu\ 

úSodúLôh¥tÏ CûQVôLÜm Es[ úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPd LôiL, 
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 (10) 5x−6y=1, 3x+2y+5=0 Gu\ CÚ úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm 

×s° Y¯VôLÜm 3x−5y+11=0 Gu\ úSodúLôh¥tÏf 

ùNeÏjRôLÜm Es[ úSodúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 

 (11) 2x−y + 7 = 0, x + y − 1 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm 

×s°ûV (4, − 3) Gu\ ×s°ÙPu CûQdÏm úSodúLôh¥u 

NUuTôÓ VôÕ? 

 (12) 3x + 2y + 1 = 0, x + y = 3 B¡V úSodúLôÓLs ùYh¥dùLôsÞm 

×s°ûV y − x = 1 ; 2x + y + 2 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

ùYh¥dùLôsÞm ×s°ÙPu CûQdÏm úSodúLôh¥u 

NUuTôÓ LôiL, 
 (13) 2x + y=0, 9x + 32y = 41 Gu\ CÚ úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP 

úLôQØm 3x + 2y = 0, 4x − y = 0 Gu\ úSodúLôÓLÞdÏ 

CûPlThP úLôQØm NUm G] ¨ì©, 

 (14) y = 2x + 7, x − 3y − 6 = 0 Utßm x + 2y = 8 B¡V úSodúLôÓLû[ 

TdLeL[ôLd ùLôiP ØdúLôQm JÚ ùNeúLôQ ØdúLôQm 

G]d LôhÓL, 

 (15) 3x + y + 4 = 0, 3x + 4y − 15 = 0 Utßm 24x − 7y − 3 = 0 Gu\ 

úSodúLôÓLû[ TdLeL[ôLd ùLôiP ØdúLôQm Ko 

CÚNUTdL ØdúLôQm G]d LôhÓL, 

 (16) 3x + 4y=13 ; 2x − 7y + 1 = 0 Utßm 5x − y = 14 B¡V úSodúLôÓLs 

JúW ×s°«p Nk§lTûY G]d LôhÓL, 

 (17) x − 6y + a = 0, 2x + 3y + 4 = 0 Utßm x + 4y + 1 = 0  B¡V 

úSodúLôÓLs JÚ ×s°«p Nk§jRôp ‘a’u U§lùTu]? 

 (18) ‘a’u GmU§l©tÏ x + y − 4 = 0, 3x + 2 = 0 Utßm x − y + 3a = 0 
Gu\ úSodúLôÓLs JúW ×s°  Nk§lTûY GuTûRd  

LôiL, 

 (19) (− 2, − 1), (6, − 1), (2, 5) B¡V ×s°Lû[ Ef£L[ôLd ùLôiP 

ØdúLôQj§u ùNeúLôhÓ ûUVm LôiL, 

 (20) ax + by + c = 0, bx + cy + a = 0 Utßm cx + ay + b = 0 B¡V 

úSodúLôÓLs JÚ ×s°Y¯f ùNu\ôp a3 + b3 + c3 = 3abc G]d 

LôhÓL, 

 (21) x + y − 1 = 0,  x + 2y − 4 = 0  Utßm x + 3y − 9 = 0 Gu\ 

úSodúLôÓLû[l TdLeL[ôLd ùLôiP ØdúLôQj§u 

ùNeúLôhÓ ûUVm LôiL, 
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 (22) x + 2y = 0, 4x + 3y = 5 Utßm 3x + y = 0 B¡V úSodúLôÓLû[ 

TdLeL[ôLd ùLôiP ØdúLôQj§u ùNeúLôhÓ ûUVm 

LôiL, 

5.4 CWhûP úSodúLôÓLs (Pair of straight lines) 
5.4.1 CWhûP úSodúLôÓL°u JÚe¡ûQkR NUuTôÓ 
 x, yp JÚT¥f NUuTôÓ JÚ úSodúLôhûPd Ï±d¡\Õ GuTûR 

Sôm A±úYôm, l1x + m1y + n1 = 0, l2x + m2y + n2 = 0 GuT] CÚ 

R²jR² úLôÓL°u NUuTôÓ GuL, AkR úSodúLôÓL°u 

JÚe¡ûQkR NUuTôÓ 

 (l1x + m1y + n1) (l2x + m2y + n2) = 0 

  l1l2x2 + (l1m2 + l2m1) xy + n1n2y2+(l1n2 + l2n1)x + (m1n2 + m2n1)y + n1n2 = 0 

 G]úY ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 (CeÏ a, b, c, f, g, h 
Uô±−Ls) Gu\ CÚT¥f NUuTôhûP CWhûP úSodúLôÓL°u 

JÚe¡ûQkR NUuTôPôL GÓjÕd ùLôs[Xôm, 

5.4.2 B§Y¯f ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓLs 
 CWiPôYÕ T¥«p NUT¥jRô] NUuTôÓ ax2 + 2hxy + by2 = 0  
B]Õ B§Y¯f ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓLû[d Ï±dÏm,  

 NUuTôÓ ax2 + 2hxy + by2 = 0I xCu JÚ CÚT¥f NUuTôPôLd 

LÚ§j ¾oÜ LôQ 

   x = 
− 2hy ± 4h2y2 − 4aby2

2a   

    = 





− 2h ± 2 h2 − ab

2a  y = 
− h ± h2 − ab

a   y 

   ∴    ax = ( )− h ± h2 − ab  y 

 (A,Õ,) ax + ( )h + h2 − ab  y = 0  Utßm ax + ( )h − h2 − ab  y = 0 B¡V 

úSodúLôÓLs B§Y¯f ùNpÛm úSodúLôÓL[ôÏm, 

 G]úY ax2 + 2hxy + by2 = 0 Gu\ NUT¥jRô] NUuTôÓ B§Y¯f 

ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓLû[d Ï±d¡\Õ, 

Ï±l× : úSodúLôÓLs   

 (1) h2 > ab G²p ùUnVô]ûY. ùYqúY\ô]ûY 

 (2) h2 = ab G²p ùUnVô]ûY, B]ôp Ju±VûY, 

 (3) h2 < ab G²p LtTû]Vô]ûY,  
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B§Y¯f ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓL°u NônÜL°u áÓRp 

Utßm ùTÚdLp LôQp 

 x, y dL°p CWiPôYÕ T¥«p NUT¥jRô] NUuTôÓ  

 ax2 + 2hxy + by2 = 0 B]Õ B§Y¯f ùNpÛm CWhûP 

úSodúLôÓLû[d Ï±dÏm, B§Y¯f ùNpÛm CÚ úSodúLôÓL°u 

NUuTôÓLs y = m1x ; y = m2x GuL, AûY CWiûPÙm 

JÚe¡ûQjÕ (y − m1x) (y − m2x) = 0 G] GÝRXôm, 

 ⇒  m1m2 x2 − (m1 + m2) xy + y2 = 0  
 CÕÜm B§Y¯f ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±lTRôp. úUtLiP NUuTôÓL°u JjR Eßl×L°u ùLÝdLs 

®¡R NUUô]ûY, 

   
m1m2

a   = − 
(m1 + m2)

2h    =  
1
b  

   ∴ m1 m2 = 
a
b   ; (A,Õ,) NônÜL°u ùTÚdLp TXu = 

a
b  

   m1 + m2 = − 
2h
b    (A,Õ,) NônÜL°u áÓRp TXu  =  − 

2h
b   

5.4.3 B§Y¯f ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP 

úLôQm 
 B§Y¯f ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓL°u NUuTôÓ 

               ax2 + 2hxy + by2 = 0  

   m1 + m2 = − 
2h
b   Utßm m1 m2  =  

a
b  

 CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP úLôQm ‘θ’ GuL, 

   tanθ = 




m1 − m2

1 + m1 m2
  

   tan θ = 







 







± 
(m1 + m2)2 − 4m1 m2

1 + m1 m2
   

    = 







 







± 

4h2

b2  − 
4a
b

1 + 
a
b

 = 







 







± 

4h2 − 4ab

b2

a + b
b

   

   tan θ = 







 





± 2 h2 − ab

a + b    
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   θ = tan−1 







 





± 2 h2 − ab

a + b    i.e.  θ = tan−1 





2 h2 − ab

a + b   

 θ-I JÚ ÏßeúLôQUôLd ùLôsYÕ YZdLUôÏm, 

¡û[júRt\m (1): 

     ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0  Gu\ CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ 

CûPlThP úLôQm ‘θ’ G²p  

 θ = tan−1 





2 h2 − ab

a + b   CÕ  ax2 + 2hxy + by2 = 0  Gu\ B§Y¯f 

ùNpÛm CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP úLôQj§tÏm 

NUm BÏm, 

¡û[júRt\m (2):   úSodúLôÓLs CûQVô]ûY G²p h2 = ab 
BÏm,  [‡ θ = 0°, tanθ = 0]  

¡û[júRt\m (3): úSodúLôÓLs JußdÏ Juß ùNeÏjRô]ûY 

G²p a + b = 0 

 ARôYÕ x2
u ùLÝ + y2

u ùLÝ = 0   [Q θ = 90°, tanθ = ∞] 

x, y-p ùTôÕYô] Ko CÚT¥f NUuTôÓ  

 ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 CWhûP úSodúLôÓLû[ 

Ï±lTRtLô] LhÓlTôÓ abc + 2fgh − af2 − bg2 − ch2 = 0 GuTRôÏm, 

 ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0     
 JÚ CÚT¥ ùTôÕf NUuTôÓ CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±lTRôLd ùLôsL, 

 CRû] x-p CÚT¥f NUuTôPôLd LÚÕúYôUô«u. 

 ax2 + 2(hy + g)x + (by2 + 2fy + c) = 0 G] GÝRXôm, 
 xu ¾oÜ 

 x = 
− (hy + g) ± (hy + g) 2 − a(by2 + 2fy + c)

a   

⇒ ax + hy + g = ± (hy + g) 2 − a(by2 + 2fy + c)  

  = ±  (h2 − ab)y2 + 2(gh − af)y + (g2 − ac)   
 JqùYôÚ úSodúLôÓm x, yp JÚT¥f NUuTôPôL CÚdL 

úYiÓm Gu\ôp YXÕ TdLm Es[ úLôûY JÚ ØÝ YodLUôL 

CÚdL úYiÓm, CÕ GlúTôÕ Ø¥Ùm G²p YXÕ TdLm 
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YodLêXj§às Es[ ‘y’u CÚT¥d úLôûY«u RuûU Lôh¥ 

éf£VUôL CÚdL úYiÓm, 

 ∴ (h2 − ab) (g2 − ac) = (gh − af) 2 
 CRû] ®¬ÜTÓj§l ©u]o JÝeÏTÓj§]ôp 

    abc+2fgh−af2−bg2−ch2=0  Gu\ úRûYVô] LhÓlTôÓ ¡ûPdÏm, 

G,Lô,5.28: x2 + 4xy + 3y2 = 0 Gu\ CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ 

CûPlThP úLôQjûRd LôiL, 
¾oÜ : 
 CeÏ a = 1, 2h = 4, b = 3 

 CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP úLôQm ‘θ’ GuL, 

   θ = tan−1 







 





2 h2 − ab

a + b    = tan−1 





 



2 4 − 3

4    = tan−1 


1

2   

G,Lô, 5.29: ax2 + 2hxy + by2 = 0 Gu\ CWhûP úSodúLôÓL°p Ju±u 

NônÜ Ut\§u NônûYl úTôX êuß UPeÏ G²p  

3h2 = 4ab G]d LôhÓL, 
¾oÜ : 
  ‘m1’, ‘m2’ GuTûY CWhûP úSodúLôÓL°u NônÜLs GuL, 

©u]o  

   m1 + m2 = − 
2h
b  , m1 m2 = 

a
b 

 LQd¡uT¥.      m2 = 3m1 

   ∴ m1 + 3m1 = − 
2h
b      ⇒     m1  =  − 

h
2b 

   B]ôp    m1 . 3m1 = 
a
b          ⇒  3m1

2  =  
a
b  ⇒  3 



− h

2b
2
  = 

a
b 

  ⇒ 
3h2

4b2 = 
a
b 

  ⇒ 3h2 = 4ab 

G,Lô, 5.30: x2 − y2 + x − 3y − 2 = 0 GuTÕ CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±dÏm G]d LôhÓL, úUÛm CdúLôÓLÞdÏ CûPlThP úLôQm 

LôiL, 

¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThP NUuTôÓ   x2 − y2 + x − 3y − 2 = 0   
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 CûR ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 EPu Jl©ÓmúTôÕ  

 a = 1, h = 0, b = − 1, g = 
1
2 , f = − 

3
2  , c = − 2.  

 CWhûP úSodúLôh¥tLô] LhÓlTôÓ 

 abc+2fgh−af2−bg2−ch2 = 0 

 abc+2fgh−af2−bg2−ch2 = (1)(−1)(−2)+2



− 

3
2  


1

2  (0)−(1) 


9

4  − −1) 


1

4 −(2) (0) 

   = 2 − 
9
4  + 

1
4  = 

8 − 9 + 1
4   

   = 0 
 G]úY ùLôÓdLlThP NUuTôÓ CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±dÏm, 

 a + b = 1 − 1 = 0 G]úY CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP 

úLôQm 90°. 

G,Lô, 5.31: 3x2 + 7xy + 2y2 + 5x + 5y + 2 = 0 GuTÕ CWhûP  

úSodúLôÓLû[d Ï±dÏm G]d LôhÓL, úUÛm CdúLôÓL°u 

R²jR²f NUuTôÓLû[Ùm LôiL, 

¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThPf NUuTôhûP ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 

EPu Jl©ÓmúTôÕ 

    a = 3, b = 2, h =  
7
2 , g = 

5
2 , f = 

5
2  , c = 2.  CWhûP úSodúLôÓLÞdLô] 

LhÓlTôÓ abc + 2fgh − af2 − bg2 − ch2 = 0 

abc+2fgh−af2−bg2−ch2 = (3) (2) (2) + 2


5

2   


5

2   


7

2   − 3 



25

4   −2 



25

4   −2



49

4   

   = 12 + 
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4   − 
75
4   − 

50
4   − 

98
4   = 0 

 G]úY ùLôÓdLlThP NUuTôÓ CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±dÏm, ClúTôÕ CÚT¥ Eßl×Lû[d LôW¦lTÓjR ¡ûPlTÕ  

3x2 + 7xy + 2y2 = (x + 2y) (3x + y) 

 3x2 + 7xy + 2y2 + 5x + 5y + 2  =  (x + 2y + l) (3x + y + m)  GuL 
 x-u ùLÝdLû[f NUuTÓjR.    3l + m = 5    ... (1) 
 y-u ùLÝdLû[f NUuTÓjR.    l + 2m = 5 ... (2) 
 (1), (2) NUuTôÓLû[j ¾odL      l = 1, m = 2 



 177

 G]úY CWhûP úSodúLôÓL°u R²jR² NUuTôÓ  

x + 2y + 1 = 0 Utßm 3x + y + 2 = 0 

G,Lô, 5.32: 4x2 + 4xy + y2 − 6x − 3y − 4 = 0 GuTÕ CûQVô] CWhûP 

úSodúLôÓLû[d Ï±dÏm G]d LôhÓL, úUÛm CûYLÞd¡ûPúV 

Es[ çWjûRÙm LôiL, 

¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThP NUuTôÓ 4x2 + 4xy + y2 − 6x − 3y − 4 = 0 

 CeÏ a = 4, h = 2,  b = 1  ;  ab − h2 = 4(1) − 22 = 4 − 4 = 0 

 G]úY CWhûP úSodúLôÓLs CûQVôÏm, 

 4x2 + 4xy + y2 = (2x + y) 2 

 ∴ 4x2 + 4xy + y2 − 6x − 3y − 4 = (2x + y + l) (2x + y + m) 

 x-u ùLÝdLû[f NUuTÓjR  2l + 2m = − 6  (A,Õ,)  l + m = −3 … (1) 

 Uô±−dLû[f NUuTÓjR             lm = − 4 … (2) 

   ∴             l + 



− 4

l   = − 3     ⇒ l2 + 3l − 4 = 0 

   (A,Õ,)      (l + 4) (l − 1) = 0    ⇒  l = − 4, 1 

        CeÏ             lm = − 4    ⇒   m = 1,  − 4 

 2x + y − 4 = 0   Utßm 2x + y + 1 = 0 GuT] CWhûP 

úSodúLôÓL°u R²jR² NUuTôÓL[ôÏm, CYt±t¡ûPúVÙs[ 

ùRôûXÜ 

  
| c1 − c2 |

a2 + b2
  = 







− 4 − 1

22 + 12
  = 5  AXÏLs 

G,Lô, 5.33: x + 2y − 3 = 0, 3x − y + 4 = 0 B¡V R²jR² NUuTôÓLû[d 

ùLôiP CWhûP úSodúLôÓL°u JÚe¡ûQkR NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 
 ùLôÓdLlThP úSodúLôÓL°u JÚe¡ûQkR NUuTôÓ  

 (x + 2y − 3) (3x − y + 4) = 0 

 (A,Õ,) 3x2 + 6xy − 9x − xy − 2y2 + 3y + 4x + 8y − 12 = 0 

 (A,Õ,) 3x2 + 5xy − 2y2 − 5x + 11y − 12 = 0 GuTÕ CWhûP 

úSodúLôÓL°u NUuTôPôÏm, 
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T«t£ 5.4 

 (1) ax2 + 3xy − 2y2 − 5x + 5y + c = 0 Gu\ CWhûP úSodúLôÓLs 

JußdùLôuß ùNeÏjÕ G²p a Utßm c-u U§l×Lû[d 

LôiL, 

 (2) (a2−3b2) x2+8ab xy+(b2−3a2)y2=0 Gu\ CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ 

CûPlThP úLôQjûRd LôiL, 

 (3) ax2 + 2hxy + by2 =0  Gu\ B§Y¯f ùNpÛm  CWhûP 

úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP úLôQm 60° G²p  

(a + 3b) (3a + b) = 4h2
 G] ¨ßÜL, 

 (4) 9x2 + 24xy + 16y2 + 21x + 28y + 6 = 0 GuTÕ CÚ CûQ 

úSodúLôÓLû[d Ï±dÏm G] ¨ßÜL, úUÛm 

AûYLÞd¡ûPúV Es[ çWjûRÙm LôiL, 

 (5) ax2 + 2hxy + by2 = 0  Gàm B§Y¯f ùNpÛm CWhûP 

úSodúLôÓL°p Ju±u NônÜ Ut\§u NônûYlúTôX 

CWiÓ UPeÏ G²p 8h2 = 9ab G] ¨ßÜL, 

 (6) 2x + y + 1 = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ CûQVôLÜm. 

ùNeÏjRôLÜm B§Y¯úV ùNpÛm úSodúLôÓL°u 

JÚe¡ûQkR NUuTôhûPd LôiL, 

 (7) x + 2y − 3 = 0, 3x + y + 5 = 0 B¡V R²jR² NUuTôÓLû[d 

ùLôiP CWhûP úSodúLôÓL°u JÚe¡ûQkR 

NUuTôhûPd LôiL, 

 (8) 12x2+7xy−12y2−x + 7y + k = 0 GuTÕ CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±jRôp ku U§l× LôiL, úUÛm CkR úSodúLôÓL°u 

R²jR² NUuTôÓLû[Ùm AûYLÞdÏ CûPlThP 

úLôQjûRÙm LôiL, 

 (9) 12x2−10xy+2y2+14x−5y+c = 0 GuTÕ CWhûP úSodúLôÓLû[d 

Ï±jRôp c-u U§l× LôiL, úUÛm CkR úSodúLôÓL°u 

R²jR² NUuTôÓLû[Ùm AûYLÞdÏ CûPlThP 

úLôQjûRÙm LôiL, 

 (10) k-u GmU§l©tÏ 12x2 + 7xy + ky2 + 13x − y + 3 = 0 GuTÕ 

CWhûP úSodúLôÓLû[d Ï±dÏm? úUÛm AûYL°u 

R²jR² NUuTôÓLû[d LôiL, 
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 (11) 3x2 + 10xy + 8y2 + 14x + 22y + 15 = 0 Gu\ NUuTôÓ Ï±dÏm 

CWhûP úSodúLôÓLÞdÏ CûPlThP úLôQm tan−1 



2

11   

G]d LôhÓL, 

5.5 YhPm (Circle) 
YûWVû\ : JÚ ¨ûXVô]l ×s°«−ÚkÕ GlùTôÝÕm Uô\ôR 

çWj§p CÚdÏUôß SLokÕ ùNpÛm ×s°«u ¨VUlTôûR YhPm 

G]lTÓm, ¨ûXVô] ×s°ûV YhPj§u ûUVm G]Üm. Uô\ôR 

çWjûR ARu BWm G]Üm áßYo, 

5.5.1 ûUVm. BWm ùLôÓdLlT¥u YhPj§u NUuTôÓ 
 YhPj§u ûUVm C(h, k) G]Üm. 

BWm r G]Üm ùLôsL, P(x, y) GuTÕ 

YhPj§u úUp Es[ HúRàm JÚ 

×s° GuL, 

CP = r ⇒ CP2 = r2 ⇒ (x − h)2 + (y−k)2 = r2 
CÕúY YhPj§u NUuTôPôÏm, 

Ï±l× : B§l×s°ûV ûUVUôLd 

ùLôiPôp. (A,Õ,) (h, k) = (0, 0)   G²p 
 

TPm 5.8 

x2 + y2 = r2
 GuTÕ YhPj§u §hPf NUuTôPôÏm, 

5.5.2 ùLôÓdLlThÓs[ CWiÓ ×s°Lû[ CûQdÏm 

úSodúLôhûP ®hPUôL ùLôiÓs[ YhPj§u NUuTôÓ LôÔRp 
 ùLôÓdLlThP ×s°L[ô]  
 A(x1, y1), B(x2, y2) B¡VYtû\ 

úNodÏm úSodúLôhûP ®hPUôLd 

ùLôsúYôm, P(x, y)  GuTÕ YhPj§u 

úUp Es[ HúRàm JÚ ×s° GuL, 

 AûWYhPl T¬§«p RôeÏm 

úLôQm JÚ ùNeúLôQm. BRXôp 

 PA B]Õ PBdÏf ùNeÏjRôÏm,  TPm 5.9. 

∴ (PA Cu NônÜ) (PB Cu NônÜ) = − 1 

 






y − y1

x − x1
   






y − y2

x − x2
  = − 1 

 (y − y1) (y − y2) = − (x − x1) (x − x2) 
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 ∴ (x − x1) (x − x2) + (y − y1) (y − y2) = 0  CÕúY YhPj§u 

úRûYVô] NUuTôPôÏm, 
5.5.3 JÚ YhPj§u ùTôÕYô] NUuTôÓ  x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 
BÏm, 
  x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 Gu\ NUuTôhûP GÓjÕd 

ùLôsúYôm, CkR NUuTôhûPl ©uYÚUôß GÝRXôm, 

  x2 + 2gx + g2 + y2 + 2fy + f2 = g2 + f2 − c 

  (x + g)2 + (y + f)2 = ( )g2 + f 2 − c
2
  

  [x − (− g)]2 + [y − (− f)]2 = ( )g2 + f 2 − c
2
  

 CÕ (x − h)2 + (y − k)2 = r2 
Y¥Yj§p Es[Õ, G]úY Sôm GÓjÕd 

ùLôiP NUuTôÓ JÚ YhPjûRd Ï±d¡\Õ. ARu ûUVm (− g, − f),  

BWm g2 + f 2 − c , 
 G]úY JÚ YhPj§u ùTôÕYô] NUuTôÓ  

 x2 + y2 + 2gx + 2fy + c=0 BÏm, 
Ï±l× : CWiPôm T¥«p ùTôÕf NUuTôÓ  

  ax2+by2 + 2hxy + 2gx + 2fy + c = 0 JÚ YhPjûRd Ï±dL 

úYiÓUô]ôp ¸rdLiP ¨TkRû]Ls EiûUVôL úYiÓm, 

  (1) a = b  (A,Õ,)  x2
u ùLÝ = y2

u ùLÝ 
  (2) h = 0  (A,Õ,) xy Eßl× CÚdLdáPôÕ, 

5.5.4 ÕûQVXÏ Y¥Ym (Parametric form) : 
 B§ûV ûUVUôLÜm r-I 

BWUôLÜm ùLôiP JÚ YhPjûR 

GÓjÕd ùLôsúYôm, P(x, y) YhPj§u 

ÁÕ HúRàm JÚ ×s° GuL, x-Af£u 

ªûL §ûNúVôÓ OP Gu\ úSodúLôÓ θ 

Gu\ úLôQjûR HtTÓjÕ¡\Õ GuL, 
P«−ÚkÕ x-AfÑdÏ PM Gu\ 

ùNeÏjÕdúLôÓ YûWVÜm, 
 

TPm 5.10 

  TPm (5.10)uT¥ ,  
x
r  = cosθ,  

y
r  = sinθ. 

  YhPj§u úUp Es[ JÚ ×s°«u BVjùRôûXLs  

x Utßm yBÏm, CkR BVjùRôûXLs θ ûY ùTôÚjÕ AûU¡u\], 
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  x = r cosθ, y = r sinθ Gu\ NUuTôÓLs x2 + y2 = r2
 Gu\ 

YhPj§tÏ¬V ÕûQVXÏ NUuTôÓLs BÏm, CeÏ ‘θ’ GuTÕ 

ÕûQVXÏ 0 ≤ θ ≤ 2π 

Utù\ôÚ ÕûQVXÏ Y¥Ym : 

   sin θ = 
2 tan 

θ
2

1 + tan2 
θ
2

     ;    cosθ = 
1 − tan2 

θ
2

1 + tan2 
θ
2

  GuTÕ Sôm A±kRÕ 

           t = tan 
θ
2   GuL, 

 0 ≤ θ ≤ 2π  G²p − ∞ < t < ∞ 

 x = r cos θ   ⇒ x =  
r(1 − t2)

1 + t2
    ;      y = r sinθ    ⇒   y  =  

2rt

1 + t2
  

 G]úY x = 
r(1 − t2)

1 + t2
  ,   y = 

2rt

1 + t2
  , − ∞ < t < ∞ GuTÕ x2+y2=r2

 

YhPj§u UtßùUôÚ ÕûQVXÏ Y¥YUôÏm, 

 x = 
r(1 − t2)

1 + t2
  , y = 

2rt

1 + t2
  GuTûY YhPj§u NUuTôhûP éoj§ 

ùNn¡u\] GuTÕ ùR°Ü, 

G,Lô, 5.34: ûUVm (2, −3), BWm 4 EûPV YhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 

 (x − h)2 + (y − k)2 = r2 

 CeÏ (h, k) = (2, − 3) úUÛm r = 4   ∴  (x − 2)2 + (y + 3)2 = 42 

 (A,Õ,) x2+y2−4x+6y−3=0  úRûYVô] YhPj§u NUuTôPôÏm, 

G,Lô,5.35: (2, −3), (3, 1) GuT] HúRàm JÚ ®hPj§u 

Øû]l×s°Ls G²p. AqYhPj§tLô] NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 

  (x − x1) (x − x2) + (y − y1) (y − y2) = 0 GuTÕ YhPj§u 

NUuTôPôÏm, 

 CeÏ (x1, y1) = (2, − 3), (x2, y2) = (3, 1) 

 ∴ (x − 2) (x − 3) + (y + 3) (y − 1) = 0 

 x2 − 5x + 6 + y2 + 2y − 3 = 0 
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 ∴ úRûYVô] YhPj§u NUuTôÓ  x2 + y2 − 5x + 2y + 3 = 0 

G,Lô,5.36:  x2 + y2 + 2x − 4y + 3 = 0 Gu\ YhPj§u ûUVm Utßm 

BWjûRd LôiL, 

¾oÜ : 
  JÚ YhPj§u NUuTôh¥u ùTôÕ AûUl×  

 x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 

 CeÏ 2g = 2, 2f = − 4, c = 3  

  ∴ ûUVm  (− g, − f) = (−1, 2) 

  BWm  g2 + f 2 − c  = 1 + 4 − 3  = 2   AXÏLs, 

G,Lô,5.37: 3x2+3y2−2x+6y − 6 = 0 Gu\ YhPj§u ûUVm. BWm LôiL, 

¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThP NUuTôÓ 3x2 + 3y2 − 2x + 6y − 6 = 0 

 CûR x2 + y2 − 
2
3  x + 2y − 2 = 0 Gu\ Y¥®p GÝRXôm, 

 CûR  ùTôÕf NUuTôÓ x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 EPu Jl©hÓl 

TôodûL«p 

  2g = − 
2
3  , 2f = 2, c = − 2 

  ∴    ûUVm (− g, − f) = 



1

3 , − 1   

  BWm  g2 + f 2 − c  = 
1
9 + 1 + 2  = 

2 7
3   AXÏLs, 

G,Lô,5.38: x2 + y2 − 2x + 6y − 15 = 0  Gu\ YhPj§u JÚ ®hPj§u 

HúRàm JÚ Øû] (4, 1) G²p Utù\ôÚ Øû]ûVd LôiL, 

¾oÜ : 

  x2+y2−2x+6y−15=0  Gu\ NUuTôhûP 

YhPj§u ùTôÕY¥Y NUuTôhúPôÓ 

Jl©ÓûL«p 

 2g = − 2    2f = 6    

 ∴ ûUVm C (− g, − f) = C(1, − 3) 

 
TPm 5.11 

 ®hPj§u JÚ Øû] A (4, 1)  G]Üm. UßØû] B(x1, y1) G]Üm 

ùLôsL, 
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 AB «u ûUVm C  G²p 

 ∴  
x1 + 4

2   = 1,   
y1 + 1

2   = − 3  ⇒   x1 = − 2,   y1 = − 7 

 ∴ UßØû] (− 2, − 7)  BÏm, 

G,Lô,5.39: (0,1), (2,3) Utßm (−2, 5) B¡V ×s°L°u Y¯VôLf 

ùNpÛm YhPj§u NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 

 úRûYVô] YhPj§u ùTôÕ AûUl× x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0  

 CÕ (0, 1), (2, 3) Utßm (− 2, 5) Gu\ ×s°L°u Y¯f ùNpYRôp 

   ∴  2 f + c = − 1 … (1) 

   4g + 6f + c = − 13 … (2) 

   − 4g + 10f + c = − 29 … (3) 

 (1) − (2) ⇒ − 4g − 4f = 12 

   g + f = − 3 … (4) 

 (2) − (3) ⇒ 8g − 4f = 16 

   2g − f = 4 … (5) 

 (4) + (5) ⇒ 3g = 1   ⇒  g = 
1
3  

 (4) ⇒ f = − 3 − 
1
3  = − 

10
3   

 (1) ⇒  c = 
17
3   

 ∴ x2 + y2 + 2 


1

3  x + 2 



− 

10
3  y + 

17
3   = 0 

 ∴ 3x2 + 3y2 + 2x − 20y + 17 = 0  GuTÕ úRûYVô] YhPj§u 

NUuTôPôÏm, 

G,Lô,5.40: (0, 1), (2, 3) Gu\ ×s°L°u Y¯VôLf ùNpXdá¥VÕm.  

x−2y+3=0 Gu\ úSodúLôh¥u ÁÕ ûUVjûRÙm EûPV 

YhPj§tLô] NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 

 úRûYVô] YhPj§u NUuTôÓ 

  x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 GuL,  
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 YhPm (0, 1), (2, 3) Gu\ ×s°L°u Y¯VôLf ùNp¡\Õ, G]úY 

    ∴ 2f + c = − 1 … (1) 

    ∴ 4g + 6f + c = − 13 … (2) 

 YhPj§u ûUVm (− g, − f), x − 2y + 3 = 0  Gu\ úSodúLôh¥u úUp 

Es[Õ, 

    ∴ − g + 2f = − 3 … (3) 

 (1) − (2) ⇒ − 4g − 4f = 12 
       g + f = − 3 … (4) 
 (3) + (4) ⇒ 3f = − 6         ∴ f = − 2 
 (3)   ⇒ g = − 1 
 (1)  ⇒ c = 3 

 ∴ x2 + y2 − 2x − 4y + 3 = 0 GuTÕ úRûYVô] NUuTôPôÏm, 
G,Lô,5.41:  

  (a − 4)x2 + by2 + (b − 3)xy + 4x + 4y − 1 = 0 Gàm NUuTôÓ 

YhPjûRd Ï±dÏUô]ôp ‘a’, ‘b’L°u U§l×Ls VôûY? 
¾oÜ : 

 (a − 4)x2 + by2 + (b − 3)xy + 4x + 4y − 1 = 0 GuTÕ YhPjûRd 

Ï±dÏùU²p 

 (i)  xy-u ùLÝ  = 0  ⇒ b − 3 = 0    ∴  b = 3 

 (ii)  x2
u ùLÝ  = y2

u ùLÝ    ⇒  a − 4 = b          ∴ a = 7 
  G]úY a = 7,   b = 3 

G,Lô,5.42: (2, − 3)I ûUVUôLÜm. BWm 3 AXÏm EûPV YhPj§u 

NUuTôÓ LôiL, AqYhPm (2, 0) Gu\ ×s° Y¯f ùNp¡\Õ G]d 

LôhÓL, 
¾oÜ : 
  (h, k)ûV ûUVUôLÜm. r-ûV BWUôLÜm EûPV YhPj§u 

NUuTôÓ 

  (x−h)2 + (y−k)2 = r2.   
 CeÏ (h, k) = (2, − 3),  r = 3. 

  (x − 2)2 + (y + 3)2 = 32 

  (x − 2)2 + (y + 3)2 = 9 úRûYVô] YhPj§u NUuTôPôÏm, 
 YhPj§u NUuTôh¥p (2, 0) Gu\ ×s°ûVl ©W§«P 

 C,T, = (2 − 2)2 + (0 + 3)2 = 0 + 9  =  9  =  Y,T, 
 G]úY (2, 0)  Gu\ ×s°Y¯ YhPm ùNp¡\Õ, 
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G,Lô,5.43: 

 (4, 1) Gu\ ×s° Y¯VôLf ùNpÛm YhPj§u ûUVm (1, − 2) 
G²p AqYhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 

 C (1, − 2) P (4, 1) GuL, 

BWm r = CP = (1 − 4)2 + (− 2 − 1)2  =  9 + 9  = 18 

 YhPj§u NUuTôÓ (x − h)2+(y–k)2= r2 

 ⇒   (x − 1)2 + (y + 2)2 = 18 
2
 

 
TPm 5.12 

 (A,Õ,)  x2 + y2 − 2x + 4y − 13 = 0  GuTÕ YhPj§u NUuTôPôÏm, 

G,Lô, 5.44: x2 + y2 = 16 Gu\ YhPj§u ÕûQVXÏ NUuTôÓLû[d 

LôiL, 

¾oÜ : 

 CeÏ r2 = 16   ⇒  r = 4  

 x2 + y2 = r2 
Gu\ YhPj§u ÕûQVXÏ NUuTôÓLs x = r cosθ,    

y = r sin θ 

 ∴ x2 + y2  = 16 Gu\ YhPj§u ÕûQVXÏ NUuTôÓLs 

     x = 4 cos θ,   y =  4 sin θ,     0  ≤  θ   ≤  2π 

G,Lô,5.45:  x = 2 cos θ, y = 2 sin θ,   0 ≤ θ ≤ 2π GuT] ÕûQVXÏ 

NUuTôÓLs G²p YhPj§u Lôo¼£Vu NUuTôÓ LôiL, 

¾oÜ : 

 cos θ = 
x
2   ;  sin θ = 

y
2  Gu\ NUuTôÓL°p CÚkÕ ÕûQVXÏ  

‘θ’ûY ¿dL SUdÏ YhPj§u Lôo¼£Vu NUuTôÓ ¡ûPdÏm, 

 cos2θ + sin2θ = 1  ⇒  


x

2  
2
 + 


y

2  
2
 = 1 

  ∴ x2 + y2 = 4  GuTÕ YhPj§u Lôo¼£Vu NUuTôPôÏm, 

T«t£ 5.5 
 (1) ©uYÚm YhPeL°u ûUVjûRÙm BWjûRÙm LôiL: 

  (i) x2 + y2 = 1  (ii) x2 + y2 − 4x − 6y − 9 = 0 

  (iii) x2 + y2 − 8x − 6y − 24 = 0 (iv) 3x2 + 3y2 + 4x − 4y − 4 = 0 

  (v) (x − 3) (x − 5) + (y − 7) (y − 1) = 0 
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 (2) (a − 2)x2 + by2 + (b − 2)xy + 4x + 4y − 1 = 0 Gàm NUuTôÓ JÚ 

YhPjûRd Ï±jRôp ‘a’, ‘b’dL°u U§l×Lû[d LôiL, 

YhPj§u NUuTôhûPÙm GÝÕL, 

 (3) (1, 2) Gu\ ×s°«u Y¯VôLÜm. (2, 3)I ûUVUôLÜm EûPV 

YhPj§u NUuTôÓ VôÕ? 

 (4) 5 AXÏLs BWUôLÜm x + 2y = 7, 2x + y = 8 B¡VYtû\ 

®hPeL[ôLÜm ùLôiP JÚ YhPj§u NUuTôÓ VôÕ? 

 (5) 16π NÕW AX¡û] TWlTôL EûPV YhPj§u ûUVm  
(7, − 3) G²p YhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

 (6) (− 4, 5)I ûUVUôLÜm. 8π AXûLf Ñt\[YôLÜm ùLôiP 

YhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

 (7) x2 + y2 − 6x − 8y + 15 = 0 Gu\ YhPj§u Ñt\[ûYÙm. 

TWlûTÙm LôiL, 

 (8) (2, 3) Gu\ ×s°Y¯f ùNpYÕm ûUVm x-Af£u ÁÕm Es[ 

YhPj§u BWm 5 AXÏLs G²p AqYhPj§u NUuTôÓ 

LôiL, 

 (9) (1, 2)  Utßm (2, 4) GuTûY HúRàm JÚ ®hPj§u 

Øû]l×s°Ls G²p AqYhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

 (10) (1, 0), (0, − 1) Utßm (0, 1)  B¡V ×s°Ls Y¯VôLf 

ùNpXdá¥V YhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

 (11) (1, 1), (2, −1) Utßm (3, 2) Gu\ ×s°Ls Y¯VôLf 

ùNpXdá¥V YhPj§u NUuTôÓ LôiL, 

 (12) (4, 1), (6, 5) Gu\ ×s°Ls Y¯VôLÜm 4x + y = 16 Gu\ 

úLôh¥u úUp ûUVjûRÙm EûPV YhPj§tLô] NUuTôÓ 

LôiL, 

 (13) (− 1, 2), (3, − 2) Gu\ ×s°L°u Y¯VôLÜm. x = 2y Gu\ 

úLôh¥u úUp ûUVjûRÙm EûPV YhPj§tLô] NUuTôÓ 

LôiL, 

 (14) x = 
1
4  cosθ, y = 

1
4  sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π GuTûR ÕûQVXÏ Y¥YUôn 

ùLôiP YhPj§u Lôo¼£Vu NUuTôÓ LôiL, 

 (15) 4x2 + 4y2 = 9 Gu\ YhPj§u NUuTôh¥tÏj ÕûQVXÏ 

NUuTôÓLs LôiL, 
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5.6 ùRôÓúLôÓ (Tangent) : 
5.6.1 A±ØLm : 
 C-ûV ûUVUôLd ùLôiP JÚ YhPjûRÙm AB Gu\ 

úSodúLôhûPÙm GÓjÕdùLôsúYôm, TPj§p Lôi©jÕs[T¥ 

CkR úSodúLôÓ YhPjûRl ùTôßjRYûW«p êuß ùYqúY\ô] 

¨ûXL°p CÚdÏm, 

 
TPm. 5.13 

 TPm (5.13 a)p úSodúLôÓ AB B]Õ YhPjûRj ùRôPúYô 

ApXÕ ùYhPúYô CpûX, 

 TPm (5.13 b)p úSodúLôÓ AB B]Õ YhPjûR CÚ ×s°L°p 

ùYh¥f ùNp¡\Õ, CRû] ùYhÓdúLôÓ (secant) GuúTôm, 
 TPm (5.13 c)p úSodúLôÓ AB B]Õ YhPjûR JúW CPj§p 

ùRôhÓf ùNp¡\Õ, AÕúY ùRôÓúLôPôÏm, ùYhÓdúLôh¥u 

YûWÜ GpûXûV ùRôÓúLôÓ GuúTôm, (TPm 5.13) 
 YûWVû\: JÚ úSodúLôÓ YhPjûR JúW JÚ ×s°«p ùYh¥f 

(ùRôhÓf) ùNu\ôp AÕúY YhPj§u ùRôÓúLôPôÏm, 

5.6.2 (x1, y1) Gu\ ×s°«PjÕ YhPj§u ùRôÓúLôÓ LôQp : 
 YhPj§u ùTôÕf NUuTôÓ 

 x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0             … (1) 
 P(x1, y1) GuTÕ YhPj§uúUp Es[ 

JÚ ùLôÓdLlThP ×s°, 

 ∴ x1
2 + y1

2 + 2gx1 + 2fy1 + c = 0  … (2) 

 P «p YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓ PT 
GuL, 

 
TPm 5.14 

   YhPj§u ûUVm C(− g, − f) 

   CP u NônÜ = 
y1 + f
x1 + g  
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  CP Ùm PT Ùm ùNeÏjRôL CÚlTRôp. 

  PT«u NônÜ = − 




x1 + g

y1 + f   

 ∴ ùRôÓúLôÓ PT-u NUuTôÓ y − y1 = m(x − x1) 

   y − y1 = − 




x1 + g

y1 + f   (x − x1) 

   (y − y1) (y1 + f) = − (x − x1) (x1 + g) 

   (y − y1) (y1 + f) + (x − x1) (x1 + g) = 0 

  ⇒ yy1 − y1
2 + fy − fy1 +  [xx1 − x1

2 + gx − gx1] = 0 

  ⇒ xx1 + yy1 + fy  + gx = x1
2 + y1

2 + gx1 + fy1 

  gx1  + fy1 + c-I CÚ×\Øm áhP 

     xx1 + yy1 + gx + gx1 + fy + fy1 + c   =  x1
2 + y1

2 + 2gx1+ 2fy1 + c 

 xx1 + yy1 + g(x + x1) + f(y + y1) + c = 0  CÕúY (x1, y1)  Gu\ 

×s°«PjÕ ùRôÓúLôh¥u NUuTôPôÏm, 

¡û[júRt\m : 

 x2 + y2 = a2 Gu\ YhPj§tÏ (x1, y1) Gu\ ×s°«PjÕ 

ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ  xx1 + yy1 = a2. 

Ï±l× : YhPj§u NUuTôh¥p x2
-I xx1 G]Üm y2

-I yy1 G]Üm x-I 

x + x1
2   G]Üm úUÛm y-I 

y + y1
2   G]Üm UôtßYRôp (x1, y1) Gu\ 

×s°«PjÕ ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ ¡ûPdÏm, 

5.6.3 (x1, y1) Gu\ ×s°«−ÚkÕ YhPj§tÏ YûWVlThP 

ùRôÓúLôh¥u ¿[m 
YhPj§u NUuTôÓ 

x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 
ùLôÓdLlThP ×s° P(x1, y1)«−ÚkÕ 

YhPj§tÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓ PT 
GuL, YhPj§u ûUVm C(−g, −f) úUÛm 

BWm r = CT = g2 + f 2 − c  

 
TPm 5.15 

 PCT Gu\ ùNeúLôQ ØdúLôQj§−ÚkÕ 

   PT2 = PC2 − CT2 
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    = (x1 + g)2 + (y1 + f)2 − (g2 + f 2− c) 

    = x1
2 + 2gx1 + g2 + y1

2 + 2fy1 + f 2 − g2 − f 2 + c 

    = x1
2 + y1

2 + 2gx1 + 2fy1 + c 

   ∴  PT = x1
2 + y1

2 + 2gx1 + 2fy1 + c . CÕúY (x1, y1)  

Gu\ ×s°«−ÚkÕ x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 Gu\ YhPj§tÏ 

YûWVlThP ùRôÓúLôh¥u ¿[UôÏm, 

Ï±l× : (1) P Gu\ ×s° YhPl T¬§«u úUp CÚkRôp  

        PT2 = 0,  (PT GuTÕ éf£Vm). 

      (2) P  Gu\ ×s° YhPj§tÏ ùY°úV CÚkRôp. PT2 > 0, 
(PT GuTÕ ùUn) 

      (3) P Gu\ ×s° YhPj§tÏ Esú[ CÚkRôp. PT2 < 0,  
(PT GuTÕ LtTû]) 

¡û[júRt\m : 
 B§Vô]Õ YhPj§tÏ ùY°«úX AûUÙmùTôÝÕ Uô±− c 

B]Õ JÚ ªûL GiQôLÜm Esú[ AûUÙm ùTôÝÕ c JÚ Ïû\ 

GiQôLÜm. YhPj§u úUúX AûUÙm ùTôÝÕ c éf£VUôLÜm 

CÚdÏm, 

5.6.4 y = mx + c Gu\ úSodúLôÓ x2 + y2 = a2 Gu\ YhPj§tÏ 

ùRôÓúLôPôL AûUV úRûYVô] LhÓlTôÓ LôQp, 

                  (x1, y1) Gu\ ×s°«PjÕ x2 + y2 = a2
 Gu\ YhPj§tÏ 

YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓ y = mx + c GuL, B]ôp ×s° (x1, y1)p 

YhPj§tÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ xx1 + yy1 = a2 

 NUuTôÓLs y = mx + c Utßm xx1 + yy1 = a2 
CûY CWiÓm JúW 

úSodúLôhûP Ï±d¡u\], G]úY x, ydL°u ùLÝdLs Utßm 

Uô±−Ls NU®¡Rj§p AûUÙm, 

   ∴ 
1
y1

  = − 
m
x1

   =  
c

a2  

   ∴  x1 = 
− a2m

c   , y1 = 
a2

c   

 B]ôp (x1, y1) Gu\ ×s° x2 + y2 = a2 Gu\ YhPj§u úUp 

CÚlTRôp 
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     x1
2+ y1

2 = a2    ⇒  
a4 m2

c2   + 
a4

c2   = a2 

  ⇒ a2m2 + a2 = c2   ⇒  a2 (m2 + 1)  =  c2 

  (A,Õ,) c2 = a2 (1 + m2) úRûYVô] LhÓlTôPôÏm, 

Ï±l× : (1) y = mx + c Gu\ ùRôÓúLôÓ. x2+y2= a2 Gu\ YhPjûR  

   ùRôÓm ×s° 






− am

1 + m2
  ,  

a

1 + m2
  

   (2) x2+y2= a2 Gu\ YhPj§tÏ YûWVlTÓm GkR JÚ 

ùRôÓúLôÓm  

   y = mx ± a 1 + m2  Gu\ AûUl©p CÚdÏm, 

5.6.5 JÚ ×s°«−ÚkÕ JÚ YhPj§tÏ CÚ ùRôÓúLôÓLs 

YûWVXôm, 

 (x1, y1) ùLôÓdLlThP ×s° GuL, ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ  

y = mx ± a 1 + m2  GuTÕ A±kRúR, ùRôÓúLôÓ (x1, y1)  Gu\ ×s° 

Y¯fùNp¡\Õ, 

   ∴ y1  = mx1 ± a 1 + m2  

  ⇒ y1 − mx1 = ± a 1 + m2  

  ⇒ (y1 − mx1)2 = a2 (1 + m2) 

  ⇒ y1
2 + m2 x1

2 − 2mx1y1 − a2 − a2m2 = 0 

  ⇒                 m2 (x1
2 − a2) − 2mx1y1 + (y1

2 − a2) = 0 

 CÕ ‘m’p JÚ CÚT¥f NUuTôÓ, G]úY ‘m’tÏ CÚ U§l×Ls 

EiÓ, B]ôp ‘m’ ùRôÓúLôh¥u NônûYd Ï±dÏm, G]úY JÚ 

×s°«−ÚkÕ YhPj§tÏ CÚ ùRôÓúLôÓLs YûWVXôm, 

Ï±l× : (1) (x1,y1) GuTÕ JÚ ùY°l×s°Vô«u. CÚ 

ùRôÓúLôÓLÞm ùUnVô]ûY. ùR¬Vdá¥VûY, 

  (2) (x1,y1) GuTÕ JÚ Eh×s°Vô«u. CÚ ùRôÓúLôÓLÞm 

LtTû]Vô]ûY. ùR¬VôRûY, 

  (3) (x1,y1) GuTÕ T¬§ ÁÕs[ JÚ ×s°Vô«u. CÚ 

ùRôÓúLôÓLÞm úNokR JÚ Ju±V úSodúLôPôÏm, 
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5.6.6 JÚ ×s°«−ÚkÕ YhPj§tÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓL°u 

ùRôÓSô¦u NUuTôÓ LôQp, 
 YhPj§u ùTôÕf NUuTôÓ 

x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0        … (1) 
 P(x1,y1) Gu\ ×s° YhPj§tÏ 

ùY°úV Es[Õ GuL, P(x1, y1) Gu\ 

×s°«−ÚkÕ YhPj§tÏ 

YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓLs 

YhPjûRj ùRôÓm ×s°LsQ(x2, y2), 

R(x3, y3) GuL, 

 
TPm 5.16 

 Q (x2, y2)p  ùRôÓúLôÓ PQu NUuTôÓ  

  xx2 + yy2 + g(x + x2) + f(y + y2) + c = 0 … (2) 

 R(x3, y3)p  ùRôÓúLôÓ PRu NUuTôÓ 

  xx3 + yy3 + g(x + x3) + f(y + y3) + c = 0 … (3) 

 B]ôp (x1, y1) Gu\ ×s° NUuTôÓ (2), (3)-I ¨û\Ü ùNn¡\Õ, 

G]úY. 
 ∴ x1x2 + y1y2 + g(x1 + x2) + f(y1 + y2) + c = 0 , … (4) 

   x1x3 + y1y3 + g(x1 + x3) + f(y1 + y3) + c = 0 … (5) 

 B]ôp (4), (5) NUuTôÓL°−ÚkÕ (x2, y2) Utßm (x3, y3) B¡V 

CÚ×s°LÞm  
 xx1 + yy1 + g(x + x1) + f(y + y1) + c = 0 Gu¡\ JúW úSodúLôh¥u 

úUp Es[], G]úY 

 xx1 + yy1 + g(x + x1) + f(y + y1) + c = 0 GuTÕ QR Gu\ ùRôÓSô¦u 

NUuTôPôÏm,  

G,Lô, 5.46: x2 + y2−4x−3y + 12 = 0 Gu\ YhPj§tÏ (2, 3)  Gu\ 

×s°«−ÚkÕ YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u ¿[m LôiL, 

¾oÜ : 

 x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 Gu\ YhPj§tÏ  

 (x1, y1) Gu\ ×s°«−ÚkÕ YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u ¿[m 

x1
2 + y1

2 + 2gx1 + 2fy1 + c  

 ∴ ùLôÓdLlThP YhPj§tÏ YûWVlThP ùRôÓúLôh¥u 

¿[m x1
2 + y1

2 − 4x1 − 3y1 + 12  
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    = 22 + 32 − 4.2 − 3.3 + 12  

    = 4 + 9 − 8 − 9 + 12  
    = 8  = 2 2  units 

G,Lô, 5.47: x2 + y2 − 6x − 8y + 12 = 0 Gu\ YhPj§tÏ Esú[ (2, 3) 
Gu\ ×s° AûU¡\Õ G]d LôhÓL,                   
¾oÜ : 

            P(x1, y1) Gu\ ×s°«−ÚkÕ x2 + y2 + 2gx +2fy + c = 0 Gàm 

YhPj§tÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u ¿[m 

   PT =  x1
2 + y1

2 + 2gx1 + 2fy1 + c  

   PT2 = 22 + 32 − 6.2 − 8.3 + 12 = 4 + 9 − 12 − 24 + 12 
    = − 11 < 0 
 G]úY (2, 3) Gu\ ×s° YhPj§u Esú[ Es[Õ, 

G,Lô,5.48: (4,3) Gu\ ×s°«p x2+y2=25 Gu\ YhPj§tÏ 

ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ VôÕ?  
¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThP YhPj§u NUuTôÓ x2 + y2 = 25 
  (x1, y1) Gu\ ×s°«PjÕ ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ xx1 + yy1 = 25. 

CeÏ (x1, y1) = (4, 3) ∴ (4, 3)p ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ 4x + 3y = 25 

G,Lô, 5.49: x2+y2=9 Gu\ YhPj§tÏ y=3x+c ùRôÓúLôPô]ôp. c-u 

U§l× LôiL, 
¾oÜ : 

 y = mx + c Gu\ úLôÓ x2 + y2 = a2  Gu\ YhPj§tÏ 

ùRôÓúLôPôL AûUYRtÏ E¬V LhÓlTôÓ  c  = ± a 1 + m2  
 CeÏ a = 3, m = 3 

   ∴ c = ± 3 10  

G,Lô, 5.50: (− 2, −2) Gu\ ×s°«p x2+y2−4x+4y−8=0 Gu\ YhPj§u 

ùRôÓúLôÓ LôiL, 
¾oÜ : 
     (x1,y1) Gu\ ×s°«p ùLôÓdLlThÓs[ YhPj§tÏ YûWVlTÓm 

ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ  

 xx1 + yy1 − 4 



x + x1

2   + 4 



y + y1

2   − 8 = 0 
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 xx1 + yy1 − 2 (x + x1) + 2(y + y1) − 8 = 0 

 (− 2, − 2) Gu\ ×s°«p ùRôÓúLôh¥u NUuTôÓ 

   − 2x − 2y − 2 (x − 2) + 2(y − 2) − 8 = 0 
 ⇒  − 4x − 8 = 0 
 ⇒  x + 2 = 0 CÕúY úRûYVô] ùRôÓúLôh¥u 

NUuTôPôÏm, 

G,Lô, 5.51:  x2 + y2 − 2x − y + 1 = 0 Gu\ YhPjûR x − 2y = 1 Gu\ 

úSodúLôÓ ùYhÓYRôp HtTÓm Sô¦u ¿[jûRd LôiL, 

¾oÜ : 
 Sô¦u Øû]l×s°Lû[d LôQ x = 2y + 1 Gu\ úSodúLôh¥u 

NUuTôhûPÙm x2 + y2 − 2x − y + 1 = 0  Gu\ YhPj§u 

NUuTôhûPÙm ¾odL, 

   (2y + 1)2 + y2 − 2(2y + 1) − y + 1 = 0 

   4y2 + 4y + 1 + y2 − 4y − 2 − y + 1 = 0 

   5y2 − y = 0        ∴  y(5y − 1) = 0 

   y = 0               y  =  
1
5  

   x = 1              x  = 
7
5   

 ∴ (1, 0), 



7

5 , 
1
5   CWiÓm Sô¦u Øû]l×s°Ls, 

 ∴  Sô¦u ¿[m = 



1 − 

7
5

2
 + 



0 − 

1
5

2
  = 

4
25 + 

1
25  = 

1
5

  AXÏLs, 

G,Lô, 5.52: 3x + 4y − p = 0 Gu\ úSodúLôPô]Õ x2 + y2 = 16 Gu\ 

YhPj§tÏ ùRôÓúLôPôL AûUYRtLô] LhÓlTôhûPd LôiL, 
¾oÜ : 

 y = mx + c  Gu\ úSodúLôÓ x2 + y2 = a2  Gu\ YhPj§tÏ 

ùRôÓúLôPôYRtÏ¬V LhÓlTôÓ c2 = a2 (1 + m2) .  

 CeÏ a2 = 16,  m = − 
3
4 ,  c = 

p
4  

   c2 = a2 (1 + m2)    ⇒    
p2

16  = 16 



1 + 

9
16   = 25 

   p2 = 16 × 25 
   ∴ p = ± 20 
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G,Lô,5.53: (2, 3) Gu\ ×s°ûV ûUVUôLd ùLôiÓ x-AfûNj 

ùRôÓm YhPj§u NUuTôÓ  LôiL, 
¾oÜ : 
x-AfNô]Õ YhPjûRj ùRôÓm ×s° P GuL, 
  ûUVm C(2, 3), P(2, 0) 

  r = CP = (2 − 2) 2 + (3 − 0) 2  = 3 

  YhPj§u NUuTôÓ (x − h)2 + (y − k) 2= r2 

   (x − 2) 2 + (y − 3) 2 = 32 
 

TPm 5.17 

   x2 + y2 − 4x − 6y + 4 = 0 
T«t£ 5.6 

 (1) (1, 2) Gu\ ×s°«−ÚkÕ x2 + y2 − 2x + 4y + 9 = 0 Gu\ 

YhPj§tÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u ¿[m LôiL, 

 (2) (0, 5) Gu\ ×s°«−ÚkÕ x2 + y2 + 2x − 4 = 0 ; x2 + y2 − y + 1 = 0  
Gu\ YhPeLÞdÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓL°u ¿[eLs 

NUm G] ¨ßÜL, 

 (3) (2, 1)  Gu\ ×s°«−ÚkÕ x2+y2−4x+8y−5 = 0 Gu\ YhPj§tÏ 

YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u NUuTôhûPd LôiL, 

 (4) (7, − 11) Gu\ ×s° x2 + y2 − 10x = 0 Gu\ YhPj§u Esú[ 

Es[Rô ApXÕ ùY°úV Es[Rô GuTûRj ¾oUô²dL, 

 (5) (− 2, 1), (0, 0), (4, − 3) B¡V ×s°Ls x2 + y2 − 5x + 2y − 5 = 0 

Gu\ YhPjûRl ùTôßjÕ GeúL AûUkÕ Es[] 

GuTûRd LôiL, 

 (6) x + y = 2  Gu\ úSodúLôÓ x2 + y2 = 4 Gu\ YhPjûR ùYhÓm 

×s°Lû[d LôiL, 

 (7) 2x + y − 3 = 0 Gu\ úSod úLôh¥tÏ CûQVô] x2 + y2 = 9 
Gu\ YhPj§u ùRôÓúLôÓL°u NUuTôÓLû[d LôiL, 

 (8) x − 7y + 4 = 0 Gu\ úSodúLôÓ x2 + y2 − 14x + 4y + 28 = 0 Gu\ 

YhPjûR ùYh¥]ôp HtTÓm Sô¦u ¿[jûRd LôiL, 

 (9) (5, 6)  Gu\ ×s°ûV ûUVUôLd ùLôiÓ (i) x-AfûNj 

ùRôÓm YhPm (ii) y-AfûNj ùRôÓm YhPm  B¡VYt±u 

NUuTôÓLû[d LôiL, 

 (10) (− 3, 2) Gu\ ×s°«PjÕ x2 + y2 − 2x − 10y + 1 = 0 Gu\ 

YhPj§tÏ YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u NUuTôhûPd 

LôiL, 
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 (11) x2 + y2 = 16 Gu\ YhPj§tÏ YûWVlThP ùRôÓúLôPô]Õ.  
x + y = 8 Gu\ úSodúLôh¥tÏ (i) ùNeÏjRôLÜm (ii) 
CûQVôLÜm CÚdÏUôß LôiL, 

 (12) (1, 4)  Gu\ ×s°«p x2 + y2 − 4x + 2y − 21 = 0 Gu\ YhPj§tÏ 

YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓ LôiL, 

 (13) 3x + 4y − p = 0  Gu\ úLôPô]Õ x2 + y2 − 64 = 0 Gu\ 

YhPj§tÏ ùRôÓúLôPôYRtÏ E¬V LhÓlTôÓ LôiL,   

 (14) y = x − 1 Gu\ úLôPô]Õ  x2 + y2 + 2x + y − 3 = 0 Gu\ 

YhPjûR ùYh¥]ôp HtTÓm Sô¦u ûUVl×s°ûVd 

LôiL, 

5.7 YhPeL°u ùRôÏl× (Family of circles) : 
ùTôÕûUV YhPeLs (Concentric circles) : 
 CWiúPô ApXÕ ARtÏ úUtThP YhPeLú[ô JúW 

ûUVjûRd ùLôiÓ CÚkRôp AûY ùTôÕ ûUV YhPeLs 

G]lTÓm, 

Juû\ùVôuß ùRôÓm YhPeLs  (Circles touching each other) : 
 CWiÓ YhPeLs Juû\ùVôuß ùY°l×\UôLúYô ApXÕ 

Eh×\UôLúYô ùRôhÓd ùLôs[hÓm, C1, C2 GuT] Aq®Ú 

YhPeL°u ûUVeLs G]Üm. BWeLs Øû\úV r1, r2 G]Üm 

ùRôÓ×s° P G]Üm ùLôsL, 

¨ûXûU (1):  
      CÚ YhPeLs ùY°l×\UôLj 

ùRôhPôp 
 CYt±u ûUVeLÞdÏ 

CûPúVÙs[ çWm. BWeL°u 

áÓRÛdÏf NUm, 
 (A,Õ,)  C1C2  =  r1 + r2 

 
TPm 5.18 

¨ûXûU (2): CÚ YhPeLs 

Eh×\UôLj ùRôhPôp  
 CYt±u ûUVeLÞdÏ 

CûPúV Es[ çWm. 

BWeL°u ®j§VôNj§tÏf 

NUm,  

 (A,Õ,) C1 C2=C1P − C2P = r1−r2  

 
TPm 5.19 
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ùNeÏjÕ YhPeLs (Orthogonal circles) : 
YûWVû\ : CÚ YhPeLs Juû\ùVôuß ùYh¥dùLôsÞm 

×s°L°p YûWVlTÓm ùRôÓúLôÓLs ùNeÏjRô]ûYVô«u. 

Aq®Ú YhPeLÞm ùNeÏjRôL ùYh¥d ùLôs¡u\] G]lTÓm, 

CjRûLV YhPeLû[ ùNeÏjÕ  YhPeLs GuTo, 

CÚ YhPeLs JußdùLôuß ùNeÏjRôL ùYh¥d ùLôsYRtÏ 

E¬V LhÓlTôÓ : 
x2 + y2 + 2g1x + 2f1y + c1 = 0  Utßm 

x2 + y2 + 2g2x + 2f2y + c2 = 0 Gàm CÚ 

YhPeLs JußdùLôuß ùNeÏjRôL P 
Gu\ ×s°«p ùYh¥d ùLôs¡u\] 

GuL, 
 

TPm 5.20 

 A, B Gu\ AkR CÚ YhPeL°u ûUVeLs 

 ∴ A (− g1, − f1), B (− g2, − f2) r1 = g1
2 + f1

2 − c1  Utßm 

  r2 = g2
2 + f2

2− c2    

 ∆APBp,   AB2 = AP2 + PB2 

 (A,Õ,) (− g1 + g2) 2 + (− f1 + f2) 2 = g1
2 + f1

2 − c1 + g2
2 + f2

2 − c2 

 ⇒ g1
2 + g2

2 − 2g1g2 + f1
2 + f2

2 − 2f1 f2 = g1
2 + f1

2 − c1 + g2
2 + f2

2 − c2 

 ⇒ − 2g1 g2 − 2f1f2 = − c1 − c2 

 (A,Õ,) 2g1 g2 + 2f1 f2 = c1 + c2 

  CÕúY úRûYVô] LhÓlTôPôÏm, 

G,Lô, 5.54: x2 + y2 − 4x + 6y + 8 = 0 ;  x2 + y2 − 10x − 6y + 14 = 0 Gu\ 

YhPeLs Juû\ùVôuß ùRôÓ¡u\] G]dLôhÓL, 

¾oÜ : 
 ùLôÓdLlThP YhPeLs 

   x2 + y2 − 4x + 6y + 8 = 0 … (1) 

   x2 + y2 − 10x − 6y + 14 = 0 … (2) 

 (1)  ⇒  g1 = − 2    f1 = 3,    c1 = 8. ûUVm A(2, − 3) 

  BWm  r1 = g1
2 + f1

2 − c1   = 4 + 9 − 8  = 5  
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 (2) ⇒  g2 = − 5, f2 = − 3,   c2 = 14. ûUVm B(5, 3)  

   BWm r2 = 25 + 9 − 14  = 20  = 2 5 

 A, BdÏ CûPlThP çWm = (2 − 5)2 + (− 3 − 3)2  

    = 9 + 36   =  45  = 3 5  
    = r1 + r2 

 G]úY RWlThP CÚ YhPeLs Juû\ùVôuß ùY°l×\UôLj 

ùRôÓ¡u\], 

G,Lô, 5.55: (− 4, −5) Y¯VôLf ùNpXdá¥VÕm  x2 + y2 − 4x − 6y − 9 = 0  

Gu\ YhPjÕPu ùTôÕûUVØm ùLôiP YhPj§u NUuTôÓ 

LôiL, 

¾oÜ : 

 ùLôÓdLlThP YhPj§u NUuTôÓ x2 + y2 − 4x − 6y − 9 = 0 

 ûUVm (− g, − f) = (2, 3) 

 (− 4, − 5) Y¯VôLj úRûYVô] YhPm ùNp¡\Õ, 

 ∴ BWm = (2 + 4)2 + (3 + 5)2  = 36 + 64  = 100  = 10 

 YhPj§u NUuTôÓ (x − h)2 + (y − k)2 = r2 
  CeÏ  (h, k)  =  (2, 3),   r  =  10 

   ∴  (x − 2)2 + (y − 3)2 = 102 

   x2 + y2 − 4x − 6y − 87 = 0  CÕúY úRûYVô] YhPj§u 

NUuTôPôÏm, 

G,Lô, 5.56: x2 + y2 − 8x + 6y − 23 = 0 ; x2 + y2 − 2x − 5y + 16 = 0 B¡V 

YhPeLs ùNeÏjRôL ùYh¥d ùLôs¡u\] G]d LôhÓL, 

¾oÜ : 
 ùLôÓdLlThP YhPeL°u NUuTôÓ 

   x2 + y2 − 8x + 6y − 23 = 0 … (1) 

   x2 + y2 − 2x − 5y + 16 = 0 … (2) 

 (1) ⇒  g1 = − 4,    f1 = 3,       c1 = − 23 

 (2) ⇒  g2 = − 1,   f2  =  − 
5
2  ,  c2 = 16 

   CWiÓ YhPeLs ùNeÏjRôL ùYh¥dùLôsYRtLô] LhÓlTôÓ 

   2g1g2 + 2f1f2 = c1 + c2 
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  2g1g2 + 2f1 f2 = 2(− 4) (− 1) + 2 (3) 



− 

5
2   = 8 − 15 = − 7 

   c1 + c2 = − 23 + 16 = − 7 

  ∴ 2g1g2 + 2f1 f2 = c1 + c2 

 ∴ CÚ YhPeLs Juû\ùVôuß ùNeÏjRôL ùYh¥d 

ùLôs¡u\], G]úY CûY ùNeÏjÕ YhPeL[ôÏm, 

G,Lô, 5.57 :  

 (1, 2) Gu\ ×s°Y¯f ùNpXdá¥VÕm x2 + y2 = 9 Utßm  

 x2 + y2 − 2x + 8y − 7 = 0 Gu\ YhPeLû[f ùNeÏjRôL  

 ùYhÓYÕUô] YhPj§u NUuTôhûPd LôiL, 

¾oÜ : 

 úRûYVô] YhPj§u NUuTôÓ x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 … (1) 

  (1, 2) Gu\ ×s°Y¯VôL  YhPm (1) ùNpYRôp 

 ∴  1 + 4 + 2g + 4f + c = 0 

   2g + 4f + c = − 5 … (2) 

 YhPm (1),  x2 + y2 = 9 Gu\ YhPjûR ùNeÏjRôL ùYhÓYRôp  

   2g1g2 + 2f1f2 = c1 + c2 

   ⇒         2g(0) + 2f(0) = c − 9 

   ∴  c = 9 … (3) 

 úUÛm YhPm (1), x2 + y2 − 2x + 8y − 7 = 0 Gu\ YhPjûR 

ùNeÏjRôL ùYhÓ¡\Õ, 

   ∴ 2g(− 1) + 2f(4) = c − 7 

  ⇒ − 2g + 8f = 9 − 7 = 2 

  ⇒ − g + 4f = 1 … (4) 

 ∴ (2)  ⇒ 2g + 4f = − 14 

   ∴  g + 2f = − 7 … (5) 

 (4) + (5)   ⇒ 6f = − 6   ⇒  f  =  − 1 

 (5)  ⇒ g − 2 = − 7   ⇒   g  =  − 5 

 ∴ úRûYVô] YhPj§u NUuTôÓ  x2 + y2 − 10x − 2y + 9 = 0 
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T«t£ 5.7 

 (1) x2 + y2 − 2x + 6y + 6 = 0, x2 + y2 − 5x + 6y + 15 = 0 Gu\ YhPeLs 

Juû\ùVôuß ùRôÓ¡u\] G]d LôhÓL, 

 (2) x2 + y2 + 4y − 1 = 0, x2 + y2 + 6x + y + 8 = 0  úUÛm  

  x2 + y2 − 4x − 4y − 37 = 0 Gu\ YhPeLs JqùYôußm Ut\ 

CÚ YhPeLû[j ùRôÓm G]d LôhÓL, 

 (3) 7 AXÏLs BWØm x2 + y2 − 2x − 6y + 4 = 0 Gu\ YhPjÕPu 

ùTôÕûUVØm ùLôiP YhPj§u NUuTôÓ VôÕ? 

 (4) (5, 4) Gu\ ×s°«u Y¯VôLf ùNpXdá¥VÕm. 

  x2 + y2− 8x + 12y + 15 = 0 Gu\ YhPjÕPu ùTôÕûUVØm 

ùLôiP YhPj§tLô] NUuTôÓ VôÕ? 

 (5) x2 + y2 − 8x − 6y + 21 = 0, x2 + y2 − 2y − 15 = 0 Gu\ YhPeLs 

ùNeÏjÕ YhPeLs G]d LôhÓL, 
 (6) ©uYÚm YhPeLû[ ùNeÏjRôL ùYhÓm YhPj§u 

NUuTôÓ LôiL, 

  (i) x2+y2+2x+4y+1=0, x2+y2 − 4x+3 = 0 Utßm  x2 + y2 + 6y + 5 = 0 

  (ii) x2 + y2 + 2x + 17y + 4 = 0, x2 + y2 + 7x + 6y + 11 = 0  

       Utßm  x2 + y2−x + 22y + 3 = 0 

 (7)  (1, − 1) Gu\ ×s° Y¯f ùNpYÕm x2 + y2 + 5x − 5y + 9 = 0,  

  x2 + y2 − 2x + 3y − 7 = 0 Gu\ YhPeLû[ ùNeÏjRôL 

ùYhÓYÕUô] YhPj§tLô] NUuTôhûPd LôiL, 
 (8) (1, 1) Gu\ ×s°«u Y¯VôLf ùNpYÕm  

  x2 + y2 − 8x − 2y + 16 = 0, x2 + y2 − 4x − 4y − 1 = 0 Gu\ 

YhPeLû[ ùNeÏjRôL ùYhÓYÕUô] YhPj§u 

NUuTôÓ LôiL, 
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6, §¬úLôQª§  
(ØdúLôQ®Vp) 

6.1 A±ØLm : 
 L¦R®V−p §¬úLôQª§ Gu\ TÏ§ ªLÜm TZûUVô]Õ, 

§¬úLôQª§ Gu\ ùNôp ØdúLôQ A[ÜLû[d Ï±d¡\Õ, 

TZeLôXj§p Yô²V−p §¬úLôQª§ûV JÚ LÚ®VôLl 

TVuTÓj§]o, Tô©úXô²VoLs JÚ YÚPj§tÏ 360 SôhLs 

GuTûR U]j§t ùLôiÓ JÚ YhPjûR 360 TÏ§L[ôLl ©¬jÕ 

úLôQeLû[ SUdÏ A°jR]o, 

 ¡,©, 300 ØRp 400dÏs ûNu NôoûT Ck§VoLs LiÓ©¥jR]o, 

JuTRôm èt\ôiÓdÏs AúW©VoLs GpXô §¬úLôQª§ 

Nôo×Lû[Ùm Utßm AûYLs APe¡Ùs[ Øtù\ôÚûULû[Ùm 

ùR¬kÕ ùLôiP]o, 

 ØtLôXj§p §¬úLôQª§. ØdúLôQj§u TdLeLs Utßm 

úLôQeLû[ LiÓ©¥dL UhÓúU TVuTÓjRlThPÕ, ClúTôÕ 

§¬úLôQª§ ùTô±«Vp. ¨X A[ûY«Vp (surveying), 
LPtTûP«Vp (navigation) úTôu\ GpXôj Õû\L°Ûm 

TVuTÓjRlTÓ¡u\Õ, GpXô EVoUhP Lp®dÏm §¬úLôQª§«u 

A¥lTûPd ùLôsûLLÞm AYtû\l Tt±V A±Üm 

Cu±VûUVôRûYVôL CÚd¡u\], 

6.1.1  úLôQeLs (Angles) : 
 JÚ úLôÓ ARu ùRôPdL 

¨ûX«−ÚkÕ (initial position) Ø¥Ü 

¨ûX YûW JÚ ×s°ûVl ùTôßjÕ 

ÑZÛm A[ûYûVd úLôQm 

Gu¡ú\ôm, YXgÑ¯VôLf 

ÑZÛYûR ªûL Gußm 

CPgÑ¯VôLf ÑZÛYûR Ïû\ 

Gußm AûZd¡ú\ôm, 

   OA Gu\ ÑZÛm L§¬u JÚØû] 

O G] GÓjÕd ùLôsúYôm, 
 

TPm 6. 1 

 ÑZÛm L§o OAûV úLôQj§u Ø¥ÜlTdLm (terminal side) 
Gußm x-Af£u ªûL AûWlTÏ§ (OX)ûVj ùRôPdLlTdLm 

Gußm AûZd¡ú\ôm, 

 XOA   GuTÕ ªûLd úLôQm θ  (CPgÑ¯) 

 XOA′   GuTÕ Ïû\d úLôQm θ  (YXgÑ¯) 
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Ï±l× : 1. JÚ ØÝf Ñtß (CPgÑ¯VôL) = 360°  

  2. ÑZt£ CpûXùV²p úLôQj§u A[Ü 0°. 

6.1.2  úLôQeL°u A[Ü (Measurement of angles) : 
 JÚ úLôQj§u A[Ü ùRôPdL ¨ûX«−ÚkÕ Ø¥Ü ¨ûX YûW 





1

360  UPeÏ ÑZt£dÏf NUUôL CÚkRôp 1 TôûL (one degree)  GuTo, 

AûR 1° Gußm Ï±l©Ó¡ú\ôm, TôûLûV LûXLs Utßm 

®LûXL[ôLl ©¬d¡ú\ôm, 

 A,Õ, 1 TôûL (1°) = 60 LûXLs (minutes) (60′) 
    1 LûX (1′) = 60  ®LûXLs (seconds) (60′′) 

úLôQj§u A[®û] YhP A[ûY (circular measure) 
Øû\VôLÜm A[®PXôm, CkR A[®u AX¡û] úW¥Vu 

Gu¡ú\ôm, 

6.1.3  úW¥Vu A[Ü (Radian measure) : 
YûWVû\ :  
 r Gu\ BWj§tÏf NUUô] YhP ®p 

YhPûUVm O ®p RôeÏm úLôQm JÚ úW¥Vu 

G]lTÓm, CûR 1c G]d Ï±d¡ú\ôm, 

Ï±l× : 1. úLôQj§u A[ûY GiL°p LôQ 

Sôm úW¥Vû]l TVuTÓjÕ¡ú\ôm, 

 
TPm 6. 2 

  2. úW¥Vu Gu\ YôojûRûV £X NUVeL°p GÝRôUÛm 

®hÓ®PXôm, BLúY JÚ ÑZt£«p AXÏ (unit) 
ùLôÓdLlTP®pûX G²p AÕ úW¥Vû]d Ï±dÏm, 

  3. 1c
p ‘c’ GuTÕ YhPA[ûYd Ï±dÏm, 

6.1.4  TôûLLÞdÏm úW¥VuLÞdÏm Es[ ùRôPo×  

(Relation between Degrees and Radians) : 
 r BWØûPV YhPj§u Ñt\[Ü 2πr G]úY 1 
AXÏ BWØûPV YhPj§u Ñt\[Ü  2π. θ GuTÕ 

JÚ ØÝfÑtß G²p P GuTÕ 1 AXÏ BWØûPV 

YhPj§u T¬§ûV ØÝûUVôLf Ñtßm,  
TPm 6. 3 

 θ GuTÕ CPgÑ¯VôL JÚ ØÝfÑtß G²p θ = 2π úW¥Vu 

Gu¡ú\ôm, JÚ ØÝfÑtß = 360° GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm, 360° = 2π 

úW¥VuLs ApXÕ 180° = π úW¥Vu, 1° = 
π

180  úW¥Vu, úUÛm  
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180°
π   = 1 úW¥Vu. G]úY 1° = 0.01746 úW¥Vu (úRôWôVUôL),  

1 úW¥Vu = 180° × 
7

22  = 57° 16′ (úRôWôVUôL). 

£X úLôQeLÞdLô] úW¥Vu Uôt\m : 
TôûLLs 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° 
úW¥VuLs π

6  
π
4  

π
3  

π
2  

π 3π
2   

2π 

(AhPYûQ 6.1) 

G,Lô, 6.1: UôtßL  (i)  150°I úW¥V]ôL (ii)  
3π
4  I úLôQUôL 

                  (iii) 
1
4  úW¥Vû] úLôQUôL 

¾oÜ : 

  (i) 150° = 150 × 
π

180  úW¥Vu = 
5
6  π 

  (ii) 
3π
4   úW¥Vu = 

3π
4   × 

180°
π    = 135° 

 (iii) 
1
4  úW¥Vu = 

1
4  × 

180
π     = 

1
4   ×  180 × 

7
22  = 14°  19′  5′′ 

6.1.5  Lôp TÏ§Ls (Quadrants) : 
 TPm (6.4)p X′OX, YOY′ GuTûYLs 

JußdùLôuß ùNeÏjRô] CÚ úLôÓLs, 

X′OXI x-AfÑ Gußm  and YOY′I y-AfÑ 

Gußm AûZd¡ú\ôm, 

 CkR AfÑLs R[jûR 4 NU TôLeL[ôLl 

©¬d¡u\], AûYLû[ LôpTÏ§Ls 

Gu¡ú\ôm, 

 
TPm 6. 4 

 XOY, YOX′, X′OY′ Utßm Y′OX GuTûYLs ØRXôm. CWiPôm. 

êu\ôm Utßm SôuLôm LôpTÏ§ Guß AûZdLlTÓ¡u\], 

§hP¨ûX«p Es[ úLôQm (Angle in standard position) : 

 JÚ úLôQj§u Ef£Vô]Õ O-Ûm. ARu ùRôPdLd úLôÓ  

x-AfNôLÜm AûUkRôp. úLôQUô]Õ §hP ¨ûX«p Es[Õ 

G]lTÓm, 
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JÚ Lôp TÏ§«p Es[ úLôQm : 

 JÚ úLôQj§u §hP¨ûXdÏ¬V Ø¥ÜlTdLm GkRd Lôp 

TÏ§«p Es[úRô. AkRd LôpTÏ§«p RWlThP úLôQm 

AûUkÕs[RôLd LÚRlTÓm, 

G,Lô, 6.2: ¸rdLiP úLôQeL°u Ø¥ÜlTÏ§ GkRd LôpYhPj§p 

Es[Õ GuTûRd LôiL, 

 (i) − 60° (ii) − 300° (iii) 1295° 

 

TPm. 6. 5 a 

TPm (6.5a)p  
 − 60°u Ø¥Ül 

TdLm IVYÕ Lôp 

TÏ§«p 

Es[Õ,. 

 

TPm. 6.5 b 

TPm (6.5b)p  
− 300°u TdLm 

ØRp Lôp TÏ§«p 

Es[Õ, 

 

TPm. 6.5 c 

TPm (6.5c)p  

1295° = 3×360°+180° + 35° 
u Ø¥ÜlTdLm III Lôp 

TÏ§«p Es[Õ, 

T«t£ 6.1 

 (1) ¸rdLiP úLôQeL°u A[ÜLû[ úW¥Vu A[®p 

UôtßL, 

  (i) 30° (ii) 100° (iii) 200° (iv) − 320°  

  (v) − 85° (vi) 7° 30′ 

 (2) ¸rdLiP úW¥Vu A[ÜLû[ úLôQeL[ôL UôtßL, 

  (i) 



π

8  (ii) 



18π

5  (iii) − 3 (iv) 



7π

12   

 (3) ¸rdLiP úLôQeLs  GkR  Lôp TÏ§«p AûUÙm G]d 

LôiL, 

  (i) 380° (ii)  − 140° (iii) 1100° 
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6.2 §¬úLôQª§ ®¡ReLÞm Øtù\ôÚûULÞm 
(Trigonometrical ratios and Identities) 
6.2.1  §¬úLôQª§ ®¡ReLs : 
   R[j§p x-Af£u ªûLlTÏ§«p A Gu\ 

×s°ûV GÓjÕd ùLôsúYôm, A Gu\ 

×s° B§ûVl ùTôÚjÕ CPgÑ¯VôL θ 

úLôQm ÑZuß P Gu\ ×s°ûV 

AûPVhÓm. ClúTôÕ XOP   = θ.  

Pu AfÑ çWeLs (x, y)  GuL, OXdÏ 

ùNeÏjRôL PL YûWL, 
 

TPm 6. 6 

 ∆OLP JÚ ùNeúLôQ ØdúLôQm, θ GuTÕ §hP¨ûX«Ûs[ 

úLôQm (standard position). ∆OLP«−ÚkÕ  
 OL = x = AÓjÕs[ TdLm; PL = y = G§o TdLm ;  

OP = x2 + y2  = LoQm (= r > 0) 
 §¬úLôQª§ ®¡ReLs ¸úZ YûWVßdLlTÓ¡u\]: 

 sine GuTÕ 
y
r  Gu¡\ ®¡RUôL Ï±dLlTÓ¡u\Õ, 

A,Õ,  sin θ = 
y
r  ; cosecant value at θ = 

r
y  = cosec θ  ; y ≠ 0 

Utßm cos θ = 
x
r  ; secant value at θ = 

r
x  = sec θ ; x ≠ 0 

  tan θ = 
y
x   ;  cotangent value at θ = 

x
y  = cot θ ; y ≠ 0 

Note : 1. úUtLiP YûWVû\«−ÚkÕ tanθ, secθ GuTûYLs x = 0 

GàmúTôÕ YûWVßdLlTP®pûX, cotθ, cosecθ 
GuTûYLs y = 0 GàmúTôÕ YûWVßdLlTP®pûX, 

  2. cosecθ, secθ Utßm cotθ GuTûYLs Øû\úV sinθ, cosθ 
Utßm tanθ u RûX¸r Nôo×L[ôÏm, 

G,Lô, 6.3: (2, 3) Gu\ ×s° θu Ø¥ÜlTdLj§p CÚkRôp ARu Bß 

§¬úLôQª§ ®¡ReLû[d LôiL, 
¾oÜ : 
   P(x, y) GuTÕ (2, 3)Id Ï±d¡\Õ, CÕ ØRp 

LôpTÏ§«p Es[Õ, 

 ∴ x = 2,    y = 3  ; r = x2 + y2  = 4 + 9   = 13  
 

TPm. 6. 7 
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∴sin θ = 
y
r = 

3
13

  ; cos θ = 
x
r  = 

2
13

  ; tan θ = 
y
x  = 

3
2  

cosec θ = 
13
3        ; sec θ = 

13
2           ;   cot θ = 

2
3  

Note : 1. GÓjÕdLôhÓ 6.3−ÚkÕ. JÚ úLôQj§u Ø¥ÜlTdLm 

ØRp Lôp TÏ§«p CÚkRôp GpXô §¬úLôQª§ 

®¡ReLÞm ªûL G] SUdÏj ùR¬¡\Õ, 

 ClúTôÕ JÚ úLôQj§u Ø¥ÜlTdLm Ut\ LôpTÏ§L°p 

AûUÙmúTôÕ §¬úLôQª§ ®¡ReL°u Ï± GqYôß UôßTÓm 

GuTûRl TôolúTôm, 

G,Lô, 6.4: (− 2, − 3) Gu\ ×s° θu Ø¥ÜlTdLj§p AûUkRôp ARu 

Bß §¬úLôQª§ ®¡ReLû[d LôiL, 

¾oÜ : 

 P(x, y) GuTÕ (− 2, − 3)Id Ï±dLhÓm, 

Cl×s° êu\ôYÕ LôpTÏ§«p 

AûU¡\Õ, 

 ∴ x =− 2  ,  y = − 3 ;  

       r = x2 + y2   = 4 + 9  = 13  

 
TPm. 6. 8 

 sin θ = 
y
r  = 

− 3
13

 = − ve ; cos θ = 
x
r = 

− 2
13

 = − ve ; tan θ = 
y
x = 

− 3
−2

   = 
3
2  = + ve 

cosec θ  =  
r
y = 

13
− 3

 = − ve ; sec θ = 
r
x  = 

13
− 2

  = − ve  ; cot θ = 
− 2
− 3

   =  
2
3  = + ve 

 CkR GÓjÕdLôh¥−ÚkÕ §¬úLôQª§ Nôo×Ls 

Ïû\GiQôLÜm CÚdLXôm G] A±¡ú\ôm, r GuTÕ GlúTôÕm 

ªûL GiQôL CÚlTRôp sin θ = 
y
r , cosec θ = 

r
y  GuTûY yu Ï±ûVl 

ùTt±ÚdÏm, G]úY sin θ, cosec θ GuTûYLs ØRp. CWiPôm Lôp 

TÏ§«p CÚdÏmúTôÕ ªûL GiûQl ùTßm, θ GuTÕ 

êu\ôYÕ. SôuLôYÕ LôpTÏ§«p CÚdÏmúTôÕ Ïû\ Ï±ûV 

ùTßm, Ut\ §¬úLôQª§ Nôo×L°u Ï±Lû[ CúRúTôuß 

LôQXôm, 

 ¸rdLiP AhPYûQ θIl ùTôßjÕ Ï±Lû[d LôhÓ¡\Õ. 
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LôpTÏ§Ls 

Nôo×Ls 
   I    II    III   IV 

 

Sin + + − −  
Cos + − − +  
Tan + − + −  
Cosec + + − −  
Sec + − − +  
Cot + − + −  

 
 II I 
 sin All 
 cosec  
 
 III IV 
 tan cos 
 cot sec 

AhPYûQ 6.2 

6.2.2  Ï±l©hP úLôQeL°u §¬úLôQª§ ®¡ReLs :                                 
       (Trigonometrical ratios of particular angles) 
 X′OX. YOY′ GuTÕ Lôoh¼£Vu 

AfÑLs GuL, O GuTûR ûUVUôLÜm JÚ 

AXÏ BWØm ùLôiP YhPm YûWL, AÕ 
x, yAfÑLû[ A, B, A′, B′ Gu\ ×s°L°p 

TPj§p LiPYôß ùYhPhÓm, 

 A Gu\ CPj§−ÚkÕ YhPj§u úUp  
 

TPm 6. 9 

JÚ ×s° SLWhÓm, AÕ θ A[Üs[ YhP®p ¿[jûRd LPkÕ PI 

AûPVhÓm, 
 P Gu\ ×s°ûV P(x, y) GuL, G]úY YûWVû\«uT¥  

 x = cosθ, y = sinθ. 
 Uôßm×s° (variable point) YhPj§u ÁÕ YXgÑ¯VôLúYô 

ApXÕ CPgÑ¯VôLúYô ÑtßYRtÏ HtT YhP ®p−u Ï± 

Ïû\VôLúYô ApXÕ ªûLVôLúYô CÚdÏm, 

cos θ  Utßm sinθ-u ÅfÑ (Range of cosθ and sin θ ): 
 AXÏ YhPj§u úUÛs[ JqùYôÚ ×s° (x, y)dÏm 

 − 1 ≤ x ≤ 1  Utßm  − 1 ≤ y ≤ 1 GuTÕ EiûUVôÏm, 

 G]úY − 1 ≤ cos θ ≤ 1 Utßm − 1 ≤ sinθ ≤ 1 

θ  = 0, 
π
2  ,  π,  

3π
2   and 2πBL CÚdÏmúTôÕ  cosθ, sinθu U§l× 

(Values of cosθ and sinθ for θ  = 0, 
π
2  ,  π,  

3π
2   and 2π) 

 KWXÏ BWØûPV YhPj§u Ñt\[Ü 2π G] SUdÏj ùR¬Ùm, 

JÚ SLÚm ×s° A«−ÚkÕ SLokÕ CPgÑ¯VôL SLokRôp A, B, A′, 

B′, A Gu\ ×s°L°p ®p−u ¿[m θ  = 0, 
π
2  ,  π,  

3π
2    
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 úUÛm Al×s°L°u BVjùRôûXLs (co-ordinates): 
 A(1, 0), B(0, 1), A′(−1, 0), B′(0,− 1) and A(1, 0) BÏm, 
  A(1, 0)-p θ = 0 ⇒ cos 0 = 1 Utßm sin 0 = 0 

  B (0, 1)-p θ = 
π
2  ⇒ cos 

π
2  = 0 Utßm sin 

π
2  = 1 

  A′ (−1, 0)-p θ = π ⇒ cos π = −1 Utßm sin π = 0 

  B′ (0, − 1)-p θ = 3 
π
2  ⇒ cos 3 

π
2  = 0  Utßm sin 3 

π
2  = − 1 

  A (1, 0)-p θ = 2π ⇒ cos 2π = 1 Utßm sin 2π = 0 

6.2.3 30°, 45° Utßm 60°u §¬úLôQª§ ®¡ReLs : 
(Trigonometrical ratios of 30°, 45° and 60°) 
 JÚ CÚNUTdL ùNeúLôQ 

ØdúLôQjûR GÓjÕd ùLôsúYôm, NU 

TdLeL°u ¿[eLs 1 AXÏ GuL, CRu 

LoQm 12 + 12  = 2  .  CRu 

A¥dúLôQm (base angle) 45°.  

∴ sin 45° = 
1
2

  ;  cos 45° = 
1
2

  ; tan45° = 1 

cosec 45° = 2  ;  sec 45° = 2  ;  cot 45° = 1 

 
TPm 6. 10 

G§oTdLm= 1 
AÓjÕs[ TdLm = 1 

LoQm  = 2  
    2 AXÏ TdLØs[ JÚ NUTdL ØdúLôQjûR GÓjÕdùLôsúYôm, 

CkR ØdúLôQj§u JqùYôÚ úLôQØm 60°. CD GuTÕ úLôQm 

Cu CÚNUùYh¥VôLhÓm (bisector). BLúY ACD = 30°. úUÛm  

AD = 1, CD = 22 − 12  = 3 . ClúTôÕ ùNeúLôQ ØdúLôQm ACDp  
úLôQm 30°dÏ 

 G§oTdLm = 1 

 AÓjÕs[ TdLm = 3  
 LoQm = 2 

 sin 30° = 
1
2  

 cos 30° = 
3

2   

 tan 30° = 
1
3

  

 

 
TPm 6. 11 

    úLôQm 60°dÏ 
 G§oTdLm =
 3  
AÓjÕs[ TdLm = 1 
 LoQm = 2 

 sin 60° = 
3

2   

 cos 60° = 
1
2  

 tan 60° = 3  
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 ∴ cosec 30° = 2 

 ∴ sec 30° = 
2
3

  

 ∴ cot 30° = 3  

 ∴ cosec 60° = 
2
3

  

 sec 60° = 2 

 ∴ cot 60° = 
1
3

  

θ 0 π
6  

π
4  

π
3  

π
2  

π 3π
2   

2π 

sinθ 0 1
2  

1
2

  3
2   

1 0 − 1 0 

cos θ 1 3
2   

1
2

  
1
2  0 − 1 0 1 

tan θ 0 1
3

  1 3  ∞ 0 − ∞ 0 

AhPYûQ 6.3 

Ød¡VUô] Ø¥ÜLs : 

 θu GpXô U§l×LÞdÏm  cos (− θ) = cos θ úUÛm sin (− θ) = − sin θ 

¨ìTQm : 

 X′OX úUÛm YOY′ GuTûYLs Lôoh¼£Vu AfÑLs GuL, OI 

ûUVUôLÜm 1 AXÏ BWØm ùLôiP YhPUô]Õ OXI Ap 

Nk§dLhÓm, ClúTôÕ JÚ SLÚm ×s° A«−ÚkÕ CPgÑ¯VôL 

SLokÕ P(x, y)I AûPVhÓm,   YhP®p AP = θ. 

 CRtÏ Uô\ôL SLÚm ×s° A«−ÚkÕ YXgÑ¯VôL SLokÕ 

®p−u ¿[m AP′ = AP Gu\Yôß P′ AûUkRôp YhP®p AP′= − θ. 

 
TPm. 6. 12 

 G]úY AOP   = θ  úUÛm AOP′   = − θ 
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 Y¥®Vp L¦Rj§−ÚkÕ. P′u BVj ùRôûXLs (x, − y)  G] 

A±úYôm, 
 P, P′ Gu\ ×s°L°u çWeLs y Af£−ÚkÕ cosθ , cos(−θ) 
GuTûRd Ï±d¡\Õ, CûY JqùYôußm xdÏf NUm, 

 ∴ cos (− θ) = cos θ 
 sin θ Utßm sin(− θ) GuTûYLs P, P′−ÚkÕ x-AfÑdÏ Es[ 

çWjûR Ï±d¡u\], sinθ = y GuTRôp sin(−θ) = − y,  ∴ sin(−θ)= − sin θ 
ÕûQ Ø¥ÜLs : cosec (−θ) = − cosec θ  ;   sec (−θ) = sec θ 
   tan (−θ) = − tan θ  ;   cot (−θ) = − cot θ 
6.2.4  (90° ± θ), (180° ± θ), (270° ± θ) Utßm (360° ± θ)u 
§¬úLôQª§ ®¡ReLs                                 

(T-ratios of (90° ± θ), (180° ± θ), (270° ± θ) and (360° ± θ): 
 θ GuTÕ £±V úLôQùU²p (0 < θ < 90°), 90° − θ, 90° + θ  
Ut\ûYLs GkR Lôp TÏ§«p AûUÙm GuTÕ ¸úZ 

ùLôÓdLlThÓs[Õ, 
Angle Quadrant 

90° − θ Q1 (first quadrant) 
90° + θ Q2 
180° − θ Q2 
180° + θ Q3 
270° − θ Q3 
270° + θ Q4 

360° − θ ;  also equal to “− θ” Q4 
360° + θ Q1 

AhPYûQ 6.4 
 P(α, β) Gu\ ×s° ØRp LôpTÏ§«p CÚlTRôLd ùLôsL, 

 XOP   = θ°GuL, 

 ∴ sin θ = 
β

OP   ;  cosθ = 
α

OP  ;  tan θ = 
β
α  

   cosec θ = 
OP
β           ;  sec θ = 

OP
α  ; cotθ = 

α
β  

(90° − θ)u §¬úLôQª§ ®¡ReLs 

  ØRp Lôp TÏ§«p XOQ   = 90° − θ  
Gu±ÚdÏUôß Q Gu\ ×s°ûV 

GÓjÕd ùLôsúYôm, úUÛm OQ = OP. 
 TPm 6. 13 
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 PA, QB GuTûYLs OX, OYdÏ ùNeÏjÕ 

 ∆OAP ≡ ∆OBQ úUÛm Q GuTÕ (β, α). G]úY 

   sin (90° − θ) = 
θu y ùRôûXÜ

OQ    =  
α

OP   =  cos θ 

   cos (90° − θ) = 
θu x ùRôûXÜ

OQ    =  
β

OP   =  sin θ 

   tan (90° − θ) = 
θu y ùRôûXÜ

θu x ùRôûXÜ
  =  

α
β   =  cot θ 

 CúRúTôX, cosec  (90° − θ) = sec θ 
   sec (90° − θ) = cosec θ 
   cot  (90° − θ) = tan θ 

(90° + θ)u §¬úLôQ ®¡Rm :  
(T-ratios of (90° + θ)) 
 CWiPôYÕ Lôp TÏ§«p  

 XOR   = 90° + θ Gu\Yôß R Gu\ 

×s°ûV GÓjÕd ùLôsúYôm,  

 úUÛm OR = OP, RC GuTÕ xAfÑdÏ 

ùNeÏjÕ, 

 
TPm 6. 14 

 G]úY ∆OAP ≡ ∆RCO úUÛm R (− β, α), G]úY 

   sin (90° + θ) = 
Ru y ùRôûXÜ

OR  =  
α

OP   =  cos θ 

   cos (90° + θ) = 
Ru x ùRôûXÜ

OR   =  
− β
OP   =  − sin θ 

   tan (90° + θ) = 
Ru y ùRôûXÜ

 Ru x ùRôûXÜ
  = 

α
− β   =  − cot θ 

 CúR úTôX, cosec  (90° + θ) = sec θ 
   sec  (90° + θ) = − cosec θ 
   cot  (90° + θ) = − tan θ 
(180° − θ)u §¬úLôQª§ ®¡Rm : 
(T-ratios of (180° − θ)) 
   CWiPôm Lôp TÏ§«p S Gu\ ×s°ûV 

XOS =180° − θ Gu±ÚdÏUôß GÓjÕd 

ùLôsúYôm, úUÛm OS =OP 
 x-AfÑdÏ ùNeÏjRôL SD YûWL, 

 
TPm 6. 15 

 BLúY ∆ OAP ≡ ∆ ODS úUÛm S is (− α, β). G]úY 
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   sin (180° − θ) = 
Su y ùRôûXÜ

OS  =  
β

OP   =  sin θ 

   cos (180° − θ) = 
Su x ùRôûXÜ

OS   =  
− α
OP   =  − cos θ 

   tan (180° − θ) = 
Su y ùRôûXÜ

 Su x ùRôûXÜ
 = 

β
− α   =  − tan θ 

CúRúTôuß, cosec  (180° − θ) = cosec θ 
   sec  (180° − θ) = − sec θ 
   cot  (180° − θ) = − cot θ 
(180° + θ)u §¬úLôQª§ ®¡Rm : 
(T-ratios of (180° + θ)) 

 êu\ôm Lôp TÏ§«p XOT   = 180° + θ  

Gu±ÚdÏUôß TGu\ ×s°ûV GÓjÕd 

ùLôsúYôm, úUÛm OT = OP 
 x-Af£tÏ ùNeÏjRôL TE YûWL, 

 
TPm. 6. 16 

 G]úY ∆OAP ≡ ∆OET úUÛm T = (− α, − β). G]úY 

   sin (180° + θ) = 
Tu y ùRôûXÜ

OT  =  
−β
OP   = − sin θ 

   cos (180° + θ) = 
Tu x ùRôûXÜ

OT   =  
− α
OP   =  − cos θ 

   tan (180° + θ) = 
Tu y ùRôûXÜ

 Tu x ùRôûXÜ
 = 

−β
− α   =  tan θ 

CúRúTôuß, cosec  (180° + θ) = − cosec θ 
   sec  (180° + θ) = − sec θ 
   cot  (180° + θ) = cot θ 
Ï±l×ûW (Remark) : 
 GkR JÚ úLôQj§tÏm §¬úLôQª§ ®¡Rm LôQ ¸rdLiP 

Y¯Øû\Lû[ ©uTt\Üm, 

 (i) úLôQjûR k 
π
2  ± θ ; k ∈ Z Gu\ YûL«p GÝRÜm, 

 (ii) úLôQj§u Ø¥ÜlTdLm GkRd Lôp TÏ§«p AûU¡u\Õ 

GuTûR LiÓ©¥dLÜm, 

 (iii) ùLôÓdLlThP §¬úLôQª§ Nôo× GkR LôpTÏ§«p 

AûU¡u\úRô ARtÏ¬V Ï±ûV 
S   A
T   C  Gu\ ®§ûVl 

TVuTÓj§ LiÓ©¥dLÜm. 
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 (iv) k JÚ CWhûP GiQô«u  



k 

π
2 ± θ p §¬úLôQª§f 

Nôo×L°u U§l×Ls θp LôQlThP U§l×LÞdÏf 

NUUôÏm, 
 (v) k GuTÕ Jtû\lTûP Gi G²p ¸rdLôÔm Uôt\eLû[ 

LûP©¥dLÜm  sine ↔ cos   ;     tan ↔ cot    ;    sec ↔ cosec 

ùRôPo×ûPV úLôQeL°u §¬úLôQª§ ®¡ReLs : 
(Trigonometrical ratios for related angles) 
  Angle 

 

function 

− θ 90 − θ 90 + θ 180 −θ 180+θ 270−θ 270+θ 360−θ 

or 

− θ 

sin −sinθ cos θ cos θ sin θ − sin θ −cos θ −cos θ − sin θ 

cos cos θ sin θ − sin θ −cos θ −cos θ −sin θ sin θ cos θ 

tan −tan θ cot θ −cot θ −tan θ tan θ cot θ −cot θ −tan θ 

cosec −cosecθ sec θ sec θ cosec θ −cosecθ − sec θ −sec θ −cosecθ 

sec sec θ cosec θ −cosecθ − sec θ − sec θ −cosecθ cosec θ sec θ 

cot − cot θ tan θ − tan θ − cot θ cot θ tan θ −tan θ − cot θ 
AhPYûQ 6.5 

Ï±l× : 360° GuTÕ JÚ ØÝ ÑZt£ûVd Ï±lTRôp  

sin(360°+45°) ; sin (720°+45°);sin (1080°+45°) GuTûYLs sine-u (45°)dÏ 

NUm, ARôYÕ JÚ úLôQm 360°I ®P A§LUô«u 360°u 

UPeÏLû[ ¿d¡®hÓ AkRd úLôQjûR 0°dÏm 360°dÏm CûP«p 

AûUÙUôß ÑÚd¡l ùT\úYiÓm, 

G,Lô, 6.5: 
ÑÚdÏL : (i) tan 735° (ii) cos 980° (iii) sin 2460° (iv) cos (−870°) 

  (v) sin (−780°) (vi) cot (−855°) (vii) cosec 2040° (viii)sec (− 1305°) 
¾oÜ : 
  (i) tan (735°) = tan (2 × 360° + 15°) = tan 15° 
  (ii)  cos 980° = cos (2 × 360° + 260°) = cos 260° 
    = cos (270° - 10°) = − sin 10° 
  (iii) sin (2460°) = sin (6 × 360° + 300°) = sin (300°) 
    = sin (360° − 60°)  
    = − sin 60° 

    = − 
3

2   
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  (iv) cos (− 870°) = cos (870°) = cos (2 × 360° + 150°) 

    = cos 150  =  cos (180° - 30°) 

    = − cos 30°  =  − 
3

2   

  (v) sin (− 780°) = − sin 780° 

    = − sin (2 × 360° + 60°) 

    = − sin 60°  =  − 
3

2   

  (vi) cot (− 855°) = − cot (855°) = − cot (2 × 360° + 135°) 

    = − cot (135°) = − cot (180° - 45°) 

    = cot 45°  =  1 

  (vii) cosec (2040°) = cosec (5 × 360° + 240°) = cosec (240°) 

    = cosec (180° + 60°) = − cosec (60°) 

    = − 
2
3

  

  (viii) sec (− 1305°) = sec (1305°) = sec (3 × 360° + 225°) 

    = sec (225°) = sec (270° − 45°) 

    = − cosec 45°  =  − 2  

G,Lô, 6.6: ÑÚdÏL : 
cot (90° − θ )  sin (180° + θ)  sec (360° − θ)

tan (180° + θ)  sec (− θ)  cos (90° + θ)
  

¾oÜ :     ùLôÓdLlThP úLôûY = 
tan θ (− sin θ) (sec θ)
tan θ (sec θ) (− sin θ)

   

    = 1 
G,Lô, 6.7: 
    AhPYûQûVl TVuTÓjRôUp ¨ßÜL  

 sin 780°  sin 480° + cos 120° cos60° = 
1
2  

¾oÜ :  sin 780° = sin (2 × 360° + 60°)  =  sin 60° = 
3

2   

   sin 480° = sin (360° + 120°) 

    = sin 120°  =  sin (180° − 60°) = sin 60° = 
3

2   

   cos 120° = cos (180° − 60°) = − cos 60° = − 
1
2  ; cos60° = 

1
2  
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   L.H.S. = 
3

2   . 
3

2   −  
1
2  . 

1
2  

    = 
3
4  − 

1
4   =  

1
2   R.H.S. 

6.2.5 §¬úLôQª§ Nôo×L°u £\l×l Ti×Ls : 
(Special properties of Trigonometrical functions) 
ºo ÑZp Nôo×Ls (Periodic function) : 

 f(x + α) = f(x) Gu\ ¨TkRû]dÏhThP Nôo× f(x) B]Õ JÚ 

ºoÑZp Nôo× G]lTÓm, αu Áf£ß ªûL U§l× CfNôo©u ÑZt£ 
(period) G]lTÓm, GpXô §¬úLôQª§f Nôo×LÞm ºoÑZp 

Nôo×L[ôÏm,  

GÓjÕdLôhPôL, 

  sin (x + 2π) = sin x  ;  sin (x + 4π) = sin x  ;   sin (x + 6π) = sin x 

  sin (x + 2nπ) = sin x, n ∈ Z 

 CeÏ α =  …… − 6π, − 4π, − 2π, 0, 2π, 4π, … . B]ôp A¥lTûP 

ÑZt£ JÚ Áf£ß ªûLU§lTôÏm, G]úY α = 2π GuTÕ A¥lTûP 

ÑZt£ (fundamental period) G]lTÓm, 

 G]úY sin Nôo× 2πI ÑZt£VôLd ùLôiP JÚ ºo ÑZp 

NôoTôÏm, CúRúTôp cos x, cosec x Utßm sec xu ÑZt£ 2π G] 

¨ßYXôm, tan x  Utßm cot xu ÑZt£ π BÏm, 

6.2.6Jtû\ Utßm CWhûPf Nôo×Ls (Odd and even functions): 

 f(x) = f(− x) G²p f(x) B]Õ JÚ CWhûP NôoùT]Üm 

 f(− x) = − f(x) G²p f(x) B]Õ JÚ Jtû\ NôoùT]Üm SUdÏj 

ùR¬Ùm, 

 f(x) = sin x ;  f(− x) = sin (− x) = − sin x = − f(x) i.e. f(x) = − f(− x) ∴ sin x 
GuTÕ JÚ Jtû\f Nôo×. CúR úTôuß cosec x, tan x Utßm cot x 
GuTûYLs Jtû\f Nôo×Ls G] ¨ßYXôm, 

 f(x) = cos x  GuL ;  f(− x) = cos (− x) = cos x = f(x). ∴ cosx JÚ 

ChûPf Nôo×, CúR úTôX sec x JÚ CWhûPf Nôo× G] ¨ßYXôm, 

 Ï±l× : Jtû\f Nôo×. CWhûPf Nôo× B¡VûYLs Tt± 

®[dLUôL 7Bm Aj§VôVj§p T¥dLXôm, 
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T«t£ 6.2 

 (1) sin θ = 
11
12  G²p. 

  sec (360° − θ) . tan (180° − θ) + cot (90° + θ) sin (270° + θ)u U§l× 

LôiL, 
 (2) ¸rdLôiTûYLû[ ªûL ÏßeúLôQeL°u NôoTôL GÝÕL, 

  (i) sin (− 840°) (ii) cos (1220°) (iii) cot (− 640°) (iv) tan (300°) 

  (v) cosec (420°) (vi) sin (− 1110°) (vii) cos (− 1050°) 

 (3) ¨ßÜL 
sin 300° . tan 330° .  sec 420°

cot 135° .  cos 210° . cosec 315°   =  −  
2
3  

 (4) ¨ßÜL 








1+cot α − sec 



α + 

π
2   









1 + cot α + sec 



α + 

π
2  =2 cot α 

 (5) ¸rdLôiTûYLû[ Au Nôo×L[ôL GÝÕL : 

  ( i) sec 



A − 

3π
2     (ii) cosec 



A − 

π
2         (iii) tan 



A − 

3π
2   

  (iv) cos (720° + A) (v) tan (A + π) 

 (6) ¨ßÜL 
sin (180°+A) . cos (90°−A) . tan (270°−A)

sec (540° −A) cos (360°+A) cosec (270°+A)
 = −sin A cos2A 

 (7) ¨ßÜL sin θ . cos θ 








sin 



π

2 − θ  . cosec θ + cos 



π

2 − θ  sec θ   = 1 

 (8) U§l× LôiL  :- 

  (i) cos (135°) (ii) sin (240°) (iii) sec (225°) (iv) cos (− 150°) 

  (v) cot (315°) (vi) cosec (− 300°) (vii) cot 
5π
4   (viii) tan 



− 

5π
6   

 (9) A, B, C, D GuTûYLs JÚ YhP SôtLWj§u úLôQeLs 

G²p cosA + cosB + cos C + cos D = 0 G] ¨ßÜL, 

 (10) ¸rdLôiTûYL°u U§l× LôiL: 

  (i) tan230° + tan245° + tan260° (ii) sin 
π
6  . cos 

π
3  + cos  

π
6  . sin 

π
3  

  (iii) cos 
π
6  . cos 

π
3   − sin 

π
6  . sin 

π
3    (iv) cos 45°.cos60°−sin 45°.sin 60° 

  (v) tan2 60° + 2 tan2 45° (vi) tan2 45° + 4 cos2 60° 

  (vii) cot 60° . tan30° + sec2 45° . sin 90° 
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  (viii) tan2 60° + 4 cot2 45° + 3 sec2 30° + cos290° 

  (ix) tan230° + 2 sin 60° + tan 45° − tan 60° + cos2 30° 

  (x) 
1
2  sin2 60° − 

1
2  sec 60° tan2 30° + 

4
5  sin2 45° . tan2 60° 

 (11) cos θ = − 
1
2   úUÛm tan θ > 0  G²p 

5 tan θ + 4 sin θ
3 cos θ − 3 sin θ

  = 3 G] 

¨ßÜL, 

6.2.7 §¬úLôQª§ Øtù\ôÚûULs (Trigonometrical identities): 

 Uô±L°u ùTÚdLp x.x = x2 GuTûRl úTôX sin θ . sin θ = (sin θ)2 

G] YÚm, CRû] sin2θ G] GÝRXôm, CúR úTôuß  

tan θ, tan2θ = tan3θ. ClúTôÕ Sôm £X A¥lTûP §¬úLôQª§ 

Øtù\ôÚûULû[ ¨ì©lúTôm, 
   B§ûV ûUVUôLd ùLôiP KWXÏ YhPjûR 

GÓjÕd ùLôsúYôm, P(x, y) GuTÕ YhPj§u 

ÁÕ HúRàm JÚ ×s° GuL, XOP   = θ. 

 OXdÏ ùNeÏjRôL PL YûWL, ØdúLôQm OLP 
JÚ ùNeúLôQ ØdúLôQm, C§p OP (LoQm)  
= r = 1 AXÏ, x, y GuTûYLs AÓjÕs[ 

TdLjûRÙm G§oTdLjûRÙm Ï±d¡u\],  
TPm 6. 17 

 ClúTôÕ  cos θ = 
x
1 = x  úUÛm sin θ = 

y
1  = y;  tan θ = 

y
x  

 úUÛm r2 = x2 + y2 = 1 

 ØdúLôQm OLP«−ÚkÕ  x2 + y2 = r2 = 1  

 A,Õ,  x2 + y2 = cos2θ  + sin2θ = 1 

   1 + tan2θ = 1 + 
y2

x2 = 
x2 + y2

x2   = 



1

x
 2  = 



1

cos θ
2

  = sec2θ 

   1 + cot2θ = 1 + 
x2

y2 =
y2 + x2

y2   = 



1

y
2 = 



1

sin θ
2

  = cosec2θ 

 G]úY SUdÏd ¡ûPjR Øtù\ôÚûULs 

   sin2θ + cos2θ = 1 

   1 + tan2θ  = sec2θ 

   1 + cot2θ = cosec2θ 

 ∴ CûYL°−ÚkÕ SUdÏ ¡ûPlTÕ 
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   sec2θ − tan2θ = 1 

   cosec2θ − cot2θ = 1 

G,Lô, 6.8:  cos4A − sin4A = 1 − 2 sin2A 

¾oÜ : cos4A − sin4A =(cos2A + sin2A) (cos2A − sin2A) 

    = cos2A − sin2A = 1 − sin2A − sin2A 

    = 1 − 2sin2A 

G,Lô, 6.9:  sec2A + cosec2A = sec2A . cosec2A G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : sec2A + cosec2A =
1

cos2A
   +  

1

sin2A
  

    = 
sin2A + cos2A

cos2A . sin2A
  = 

1

cos2A . sin2A
  

    = sec2A . cosec2A 

G,Lô, 6.10:   cosA 1 + cot2A  = cosec2A − 1 G] ¨ßÜL 

¾oÜ :  cosA 1 + cot2A  = cos A cosec2A  = cosA . cosecA 

     = 
cosA
sinA  = cotA = cosec2A − 1  

G,Lô, 6.11: a sin2θ + b cos2θ = c G²p tan2θ = 
c − b
a − c

  G] ¨ßÜL 

¾oÜ : a sin2θ + b cos2θ = c 

   CÚ×\Øm cos2θp YÏdL. a tan2θ + b = c sec2θ  

   a tan2θ + b = c (1 + tan2θ) 

   tan2θ (a − c) = c − b 

   ∴ tan2θ = 
c − b
a − c

  

G,Lô, 6.12: 
1 − cosA
1 + cosA   =  cosec A − cotA G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 
1 − cosA
1 + cosA I GÓjÕdùLôsúYôm, 

   
1 − cosA
1 + cosA  = 

(1 − cosA)2

1 − cos2A
   =  



1 − cosA

sinA
2
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   ∴ 
1 − cosA
1 + cosA  = 

1 − cosA
sinA   = 

1
sinA  − 

cosA
sinA  

    = cosec A − cotA 
G,Lô, 6.13:  
    If  x = a cosθ + b sin θ  úUÛm  y = a sin θ − b cos θ G²p 

    x2 + y2 = a2 + b2
 G] ¨ßÜL, 

¾oÜ :   x2 + y2 = (a cos θ+ b sinθ)2 + (a sinθ − b cos θ)2 

    = a2 cos2θ + b2 sin2θ + 2ab cos θ sinθ 

     + a2 sin2θ + b2 cos2θ − 2ab sinθ cosθ 

    = a2 (cos2θ + sin2θ) + b2(sin2θ + cos2θ) 

    = a2 + b2 

G,Lô, 6.14: sin2A.tanA+cos2A . cotA+2 sinA . cosA=tanA + cotA G] 

¨ßÜL, 

¾oÜ :  CPlTdLm = sin2A . 
sinA
cosA  + cos2A . 

cosA
sinA  + 2sinA cosA 

    = 
sin3A
cosA  + 

cos3A
sinA   + 2sinA . cosA 

    = 
sin4A + cos4A + 2sin2A . cos2A

sinA . cosA    

    = 
(sin2A + cos2A) 2

sinA . cosA   = 
1

sinA . cosA  

    = 
sin2A + cos2A

sinA . cosA   [ ]‡sin2A + cos2A = 1   

    = 
sin2A

sinA cosA  + 
cos2A

sinA cosA  

   
sinA
cosA  + 

cosA
sinA  = tanA + cotA = YXlTdLm 

G,Lô, 6.15:  3(sinx−cosx)4+6(sinx + cosx)2+4 (sin6x+cos6x) = 13 G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : (sinx − cosx) 4=[ ](sinx − cosx)2
2

 = [sin2x + cos2x − 2sinx cosx] 2 

    = [1 − 2sin x cosx] 2  

   = 1 − 4sinx cosx + 4sin2x cos2x  …… (i) 

   (sinx + cosx) 2 = sin2x + cos2x+ 2sinx . cosx 

    = 1 + 2sinx cosx …… (ii) 

   sin6x + cos6x = (sin2x)3 + (cos2x)3 
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    = (sin2x + cos2x) 3 − 3sin2x . cos2x (sin2x + cos2x) 

    = 1 − 3sin2x  cos2x …… (iii) 
 (i), (ii), (iii) −ÚkÕ CPlTdLm  

    = 3(1 − 4sin x cosx + 4sin2x . cos2x)  

     + 6(1 + 2sinx  cosx) + 4(1 − 3 sin2x  cos2x) 
    = 3 + 6 + 4  
    = 13 = YXlTdLm 

G,Lô, 6.16:  
tanθ + secθ − 1
tanθ − secθ + 1

   =  
1 + sinθ

cosθ   G] ¨ßÜL 

¾oÜ :  CPlTdLm = 
tanθ + secθ − (sec2θ − tan2θ)

tanθ − secθ + 1
  

    = 
tanθ + secθ − (secθ + tanθ) (secθ − tanθ)

tanθ − secθ + 1
  

    = 
(tanθ + secθ) (1 − secθ + tanθ)

(tanθ − secθ + 1)
  = tanθ + secθ 

    = 
sinθ
cosθ  +  

1
cosθ  = 

sinθ + 1
cosθ   = YXlTdLm 

T«t£ 6.3 
 (1) ¸rdLôiTûYLû[ ¨ßÜL, 

  (i) sin4A − cos4A = 1 − 2cos2A 

  (ii) sin3A − cos3A = (sinA − cosA) (1 + sinA  cosA) 

  (iii) (sinθ + cosθ)2 + (sinθ − cosθ)2 = 2 

  (iv) (tanθ + cotθ)2 = sec2θ + cosec2θ 

  (v) 
1

1 + sinθ  + 
1

1 − sinθ  = 2sec2θ (vi) 
secx + tanx
secx − tanx

  = (secx + tanx)2 

  (vii) 
cosec θ

cotθ + tanθ  = cosθ  (viii) 
1

tanθ + secθ = secθ − tanθ  

  (ix) 
1

cosecθ − cotθ  = 
1 + cosθ

sinθ    

  (x) (secθ + cosθ) (secθ − cosθ) = tan2θ + sin2θ 

 (2) tanθ + secθ = x G²p. 2tanθ = x − 
1
x ,  2secθ = x + 

1
x  G] ¨ß®. 

  A§−ÚkÕ sin θ = 
x2 − 1

x2 + 1
  G] ¨ßÜL, 
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 (3) tanθ + sinθ = p, tanθ − sinθ = q úUÛm p > q G²p p2 − q2 = 4 pq  
G] ¨ßÜL, 

 (4)  (1 + cotA + tanA) (sinA − cosA) = 
secA

cosec2A
  − 

cosecA

sec2A
  G] ¨ßÜL, 

 (5) 
cosA

1 − tanA
  + 

sinA
1 − cotA

  = sinA + cosA G] ¨ßÜL, 

 (6) ¸rdLiPûYLû[ ¨ßÜL, 

  (i) 
1 + sinA
1 − sinA

  = secA + tanA (ii) 
1 + cosA
1 − cosA

  = cosecA + cotA 

         (sinA ≠ 1)                               (cosA ≠ 1) 

  (iii) 
1 − sinθ
1 + sinθ  = secθ − tanθ 

 (7) cosθ + sinθ = 2  cosθ G²p. cosθ − sinθ = 2  sinθ G] ¨ßÜL, 
 (8) (1 + tanA + secA) (1 + cotA − cosecA) = 2 G] ¨ßÜL, 

6.3 áhÓdúLôQeLs (Compound Angles) 

6.3.1  áhÓdúLôQeLs A + B Utßm A − B 
 CRtÏ ØkûRV Aj§VôVj§p 90°± θ, 180° ± θ, … Gu\ 

úLôQeL°u §¬úLôQª§ ®¡ReLû[d LiúPôm, AûYL°p 

JúW JÚ úLôQm UhÓm CÚkRÕ, CkR Aj§VôVj§p A + B, A − B, 
… Gu\ áhÓd úLôQeL°u §¬úLôQª§ ®¡ReLû[A, B, ….u 

êXm LôQlúTô¡ú\ôm, 
 f(x + y) = f(x) + f(y) GuTÕ GpXô ùUnUô±f Nôo×LÞdÏm 

ùTôÚkRôÕ, GÓjÕdLôhPôL GpXô §¬úLôQª§ ®¡ReLÞm 

úUtLiP ùRôPoûT §Úl§ ùNnVôÕ, 

 cos (A + B) GuTÕ cosA + cosBdÏ NUUuß, 
 ClúTôÕ cos(A - B) = cosA  cosB 
+ sinA sinB Gu\ Øtù\ôÚûUûVd 

LôiúTôm, 

 
TPm. 6. 18 

 
TPm. 6. 19 
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 P, Q GuTûY 1 AXÏ BWØûPV YhPj§p HúRàm CWiÓ 

×s°Ls GuL, XOP   = A and XOQ   = B. P, Q u BVjùRôûXLs 

Øû\úV (cos A, sinA) Utßm (cosB, sinB)  

 PQ2 = (cosA − cosB)2 + (sinA − sinB)2 

   = (cos2A − 2cosA cosB + cos2B) + (sin2A − 2sinA sinB + sin2B) 

   = (cos2A + sin2A) + (cos2B + sin2B) − 2cosA cosB − 2sinAcosB 

   = 1+1 − 2 cos A cosB − 2 sinA sinB=2 − 2 (cosA cosB+sinA sinB) … (1) 
 úUtLiP AXÏ YhPjûRf ÑZt± Q Gu\ ×s°Vô]Õ (1, 0) I 

AûPYRôL GÓjÕd ùLôsúYôm, CR]ôp PQ u ¿[m Uô\ôÕ, 

 PQ2= [ ]cos (A − B) − 1 2 + [sin (A − B) − 0]2  

   = [ ]cos2(A − B) − 2cos(A − B) + 1   + sin2 (A − B) 

   = [ ]cos2(A − B) + sin2(A − B)   + 1 − 2cos (A −B) = 1 + 1 − 2cos(A − B) 

   = 2 − 2cos (A − B) … (2) 

 (1), (2) −ÚkÕ,    2 − 2cos(A − B) = 2 − 2 (cosAcosB + sinA sinB) 

 ⇒    cos(A − B) = cosA cosB + sinA sinB  
 AÓjRT¥VôL cos(A + B) I GÓjÕdùLôsúYôm,  

 cos(A + B) GuTÕ cos [ ]A − (− B) dÏf NUUô]Õ, 

   cos(A + B) = cosA cos(− B) + sinA . sin (− B) 

 B]ôp cos(− B) = cosB   and   sin(−B)  = − sin B 

   ∴  cos(A + B) = cosA cosB − sinA sinB. 
 sin(A + B)u Øtù\ôÚûUûVd LôQ ¸rdLiPYtû\ Sôm 

¨û]ÜáoúYôm, 

   sinθ = cos 



π

2 − θ   

CkR Øtù\ôÚûU«p θdÏ A + B G]l©W§«P 

   sin (A + B) = cos 



π

2 − (A + B)   = cos 









π

2 − A  − B   

 ùLôûNu ®j§VôN Øtù\ôÚûUûVl TVuTÓjR 

    = cos 



π

2 − A   . cosB + sin 



π

2 − A   . sinB 

    = sinA . cosB + cosA . sinB 
 BLúY sin (A + B) = sinA . cosB + cosA  sinB 
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 Sine ®j§VôN Øtù\ôÚûUûVd LôQ BdÏ T§XôL − B ©W§«P 

úYiÓm, 

   sin (A − B) = sin [ ]A + (− B)   

    = sinA cos(− B) + cosA . sin(− B) 
   sin(A − B) = sinA cosB − cosA sinB 
 Tan Nôo×dÏ¬V áhPp Øtù\ôÚûUûVd LôQ sine. cosine. 

Øtù\ôÚûULû[l TVuTÓjÕúYôm, 

   tan (A + B) = 
sin (A + B)
cos(A + B)  

    = 
sinA . cosB + cosA sinB
cosA cosB − sinA sinB

  

 TÏ§. ùRôÏ§Lû[ cosA  cosBBp YÏdL 

    = 

sinA cosB
cosA cosB  + 

cosA sinB
cosA cosB

cosA cosB
cosA cosB − 

sinA sinB
cosA cosB

  

   tan (A + B) = 
tanA + tanB

1 − tanA . tanB
  

 CúRúTôuß. tan Nôo×dÏ¬V ®j§VôNj§tLô] 

Øtù\ôÚûUûVd LôQXôm, 

   tan (A − B)  = 
tan A − tan B

1 + tanΑ . tan B
  

  (1) sin (A + B) = sinA cosB + cosA sinB 

  (2) sin (A − B) = sinA cosB − cosA sinB 

  (3) cos (A + B) = cosA cosB − sinA sinB 

  (4) cos (A − B) = cosA cosB + sinA sinB 

  (5) tan (A + B) = 
tanA + tanB

1 − tanA tanB
  

  (6) tan(A − B) = 
tanA − tanB

1 + tanA . tanB  

G,Lô,6.17: (i)cos 15° (ii)cos105° (iii)sin 75° (iv)tan 15°-u U§lûTd LôiL 

¾oÜ : 

  (i) cos15° = cos(45° − 30°)  =  cos45°  cos30° + sin45°  sin30° 

    = 
1
2
   

3
2   + 

1
2

   
1
2  = 

3 + 1
2 2

  = 
3 + 1
2 2

  × 
2
2

   =  
6 + 2

4   
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  (ii) cos105° = cos(60° + 45°)  = cos60° cos45° − sin60°  sin45° 

    = 
1
2   

1
2

  − 
3

2    
1
2

  = 
1 − 3

2 2
  = 

2 − 6
4   

  (iii) sin75° = sin(45° + 30°) = sin45°  cos30° + cos45°  sin30° 

    = 
1
2
  .  

3
2   + 

1
2

  . 
1
2  = 

3 + 1
2 2

  = 
6 + 2

4   

  (iv) tan15° = tan(45° − 30°) = 
tan45° − tan30°

1 + tan45° tan30°   =  
1 − 

1
3

1 + 1 . 
1
3

  

    = 
3 − 3
3 + 3

  = 2 − 3  

G,Lô, 6.18:  A, B GuTûYLs ÏßeúLôQeLs sinA = 
3
5 ;cos B= 

12
13  

G²p cos(A + B)-u U§lûTd LôiL, 

¾oÜ :  cos (A + B) = cosA cosB − sinA sinB 

   cosA = 1 − sin2A  = 1 − 
9

25   =  
4
5  

   sinB = 1 − cos2B  = 1− 
144
169   =  

5
13  

   ∴ cos(A + B) = 
4
5  . 

12
13  − 

3
5  . 

5
13  = 

33
65  

G,Lô, 6.19:  (i) sin(A + B) sin(A − B) = sin2A − sin2B  

              (ii) cos(A + B) cos(A − B) = cos2A − sin2B G] ¨ßÜL, 

 sin(A +B) sin(A − B) = (sin A cosB + cosA sinB) (sinA cosB − cosA sinB) 

  = sin2A cos2B − cos2A sin2B 

  = sin2A (1 − sin2B) − (1 − sin2A) sin2B 

  = sin2A − sin2B 

cos(A + B) cos(A − B) = (cosA cosB − sinA sinB) (cosA cosB + sinA sinB) 

  = cos2A cos2B − sin2A sin2B 

  = cos2A (1 − sin2B) − (1 − cos2A) sin2B 

  = cos2A − sin2B 



 224

G,Lô, 6.20: A + B = 45° G²p (1 + tanA) (1 + tanB) = 2 Guß ¨ßÜL, 

C§−ÚkÕ tan 22 
1
2°u U§lûTd LôiL, 

¾oÜ : A + B = 45°   ⇒   tan (A + B)  =  tan45° 

   
tanA + tanB

1 − tanA . tanB
  = 1 

   tanA + tan B = 1 − tanA . tanB    

   1 + tanA + tanB = 2−tanA tanB   (CÚ×\Øm1-Id áhP) 

 1 + tanA + tanB + tanA tanB = 2 

   (1 + tan A) (1 + tanB) = 2  

A = B G²p 2A  =  45°  ⇒  A = 22 
1
2  = B  

   ∴ 



1 + tan 22 

1
2

° 2
  = 2    ⇒    1 + tan 22 

1
2 

°
 = ± 2     

   ∴ tan 22 
1
2 

°
 = ± 2  − 1 

 22 
1
2 

°
 JÚ ÏßeúLôQm, G]úY tan 22 

1
2 

°
 JÚ ªûL Gi, G]úY 

tan 22 
1
2 

°
 = 2  − 1 

G,Lô, 6.21: ¨ßÜL 

 (i)  
tan69° + tan66°

1 − tan69°  tan66
  = − 1  (ii) 

tan (A − B) + tanB
1 − tan(A − B) tanB

  = tan A 

 (iii) 
cos 17° + sin17°
cos17° − sin17°   = tan62° 

¾oÜ : 

 (i)  
tan69° + tan66°

1 − tan69°  tan66°  = tan (69° + 66°) 

    = tan (135°) = tan (90° + 45°)  =  − cot45° = − 1 

 (ii)  
tan (A − B) + tanB
1 − tan(A − B) tanB

  = tan [ ](A − B) + B   = tanA 

 (iii)  CPlTdLm = 
cos 17° + sin17°
cos17° − sin17°   

  ùRôÏ§ûVÙm  TÏ§ûVÙm  cos17°Bp YÏdL. 
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   CPlTdLm = 
1 + tan17°
1 − tan17°  = 

tan 45° + tan17°
1 − tan45°  tan17°   (‡ tan45° = 1) 

    = tan (45° + 17°) = tan62° = YXlTdLm 

G,Lô, 6.22: ¨ßÜL (i) tan 



π

4 + θ    tan 



π

4 − θ   = 1 

                 (ii) If tanA = 3 and tanB = 
1
2 , prove that A − B = 

π
4  

¾oÜ : 

 (i)  CPlTdLm = tan 



π

4 + θ    tan 



π

4 − θ   

    = 



1 + tanθ

1 − tanθ   



1 − tanθ

1 + tanθ   = 1  YXlTdLm 



‡ tan 

π
4 = 1   

 (ii)  tan (A − B) = 
tanA − tanB

1 + tanA  tanB   = 
3 − 

1
2

1 + 3 . 
1
2

  = 

5
2
5
2

   = 1  = tan 
π
4  

   tan (A − B) = tan 
π
4    ⇒   A − B  = 

π
4  

G,Lô, 6.23:   

 cos(α + β) = 
4
5  úUÛm sin (α − β) = 

5
13  G²p tan 2αu U§l× LôiL, 

CeÏ (α + β), (α - β)  GuTûYLs ÏßeúLôQeLs, 
¾oÜ : 

   cos (α + β) = 
4
5   ⇒ tan (α + β) = 

3
4  

   sin (α − β) = 
5

13  ⇒ tan (α − β) = 
5
12  

   2α = (α + β) + (α − β) 
   ∴ tan2α = tan [ ](α + β) + (α - β)   

    = 
tan (α + β) + tan(α − β)

1 − tan(α + β) . tan(α − β)
   = 

3
4 + 

5
12

1 − 
3
4 × 

5
12

   = 

14
12
11
16

   =  
56
33  

G,Lô, 6.24 :  tan3A − tan2A − tanA = tanA  tan2A tan3A G] ¨ßÜL 
¾oÜ : 

  tan3A = tan(A + 2A) = 
tanA + tan2A

1 − tanA  tan2A
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 i.e.  tan 3A (1 − tanA  tan2A) = tanA + tan2A 
 i.e.  tan3A − tanA tan2A tan3A = tanA + tan2A 
   ∴    tan3A − tan2A − tanA = tanA  tan2A  tan3A 

T«t£ 6.4 
 (1) U§l× LôiL (i) sin 15°     (ii) cos 75° (iii) tan 75°  (iv) sin 105° 
 (2) ¨ßÜL, 

  (i) sin (45°+A) = 
1
2

  (sinA+cosA)  (ii) cos(A+45°) = 
1
2

  (cosA−sinA) 

 (3) ¨ßÜL , 

  (i) sin (45° + A) − cos(45° + A) = 2  sinA  

  (ii) sin(30° + A) + sin(30° − A) = cosA 

 (4) ¨ßÜL   (i) cos(A + B)  cos(A − B) = cos2B − sin2A  

                      (ii) sin(A + B) sin(A − B) = cos2B − cos2A 

 (5) cos215° + cos245° + cos275° =   
3
2  G] ¨ßÜL 

 (6) ¨ßÜL (i)  sinA + sin(120° + A) + sin(240° + A) = 0  

   (ii)  cosA + cos(120° + A) + cos(120° − A) = 0 
 (7) ¨ßÜL 

  (i) cos15°−sin15°=
1
2

     (ii) tan15°+cot15°=4  (iii) cot 75°+tan75° = 4 

 (8) (i) sin45° + sin30°u U§l× LiÓ sin 75°u Jl©Ó, 

  (ii) cos45° − cos30°u U§l× LiÓ cos15°u Jl©ÓL, 
 (9) ¨ßÜL 

  (i) tan70° = 2 tan50° + tan 20° 

  (ii) tan72°=tan18°+2tan54° (TVuTÓjÕL:tanA tanB=1, ‡A+B= 90°) 

  (iii) 
cos11° + sin11°
cos11° − sin11°  = tan56° (iv)  

cos29° + sin29°
cos29° − sin29°  = tan 74° 

 (10) ¨ßÜL 
sin (A − B)
sinA  sinB    +  

sin (B − C)
sin B sinC    +  

sin (C − A)
sin C sin A  = 0 

 (11) ( i) tanA = 
5
6  ,  tan B = 

1
11   G²p A + B = 45°G] ¨ßÜL, 

  (ii) tan α = 
1
2  úUÛm tan β = 

1
3  G²p α + β = 

π
4  G] ¨ßÜL, 
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 (12) A + B = 45° G²p (cotA−1) (cotB − 1) = 2  G] ¨ßÜL, C§−ÚkÕ 

cot 22 
1
2

°
  u U§l× Lôi, 

 (13) A + B + C = π G²p  

  (i) tanA + tanB + tanC = tanA  tanB tanC 

  (ii) tan2A + tan2B + tan2C = tan2A  tan2B  tan2C G] ¨ßÜL, 

 (14) sinA = 
1
3 , sinB = 

1
4   G²p sin (A + B)u U§l× LôiL, A, 

BGuTûYLs ÏßeúLôQm, 

 (15)  (i) sin (A + 60°) + sin(A − 60°) = sinA 

  (ii) tan4A  tan3A  tanA + tan3A + tanA − tan4A = 0 G] ¨ßÜL, 

6.3.2  UPeÏ úLôQeL°u Øtù\ôÚûULs : 

       (Multiple angle identities) 
 sin2A, cos2A, tan2A GuT]Ytû\ Es[Pd¡V Øtù\ôÚûULs 

UPeÏ úLôQeL°u Øtù\ôÚûULs G]lTÓm, CkR 

Øtù\ôÚûULû[d LôQ. Øu Aj§VôVj§p LiP £X 

Øtù\ôÚûULû[l TVuTÓjRl úTô¡ú\ôm, 

 ØR−p  sin2Au Øtù\ôÚûUûVd LôiúTôm, 

    sin (A + B) = sinA cosB + cosA sinB GuTûR GÓjÕd 

ùLôsúYôm,  C§p B = A G]l ©W§«P 

   sin2A = sin (A + A) = sinA cosA + cosA sinA 

    = 2 sinA  cosA 

 G]úY sin2A = 2sinA . cosA   

 cos2A, tan2A Es[Pe¡V Øtù\ôÚûULû[ úUtLiPYôß 

LôQXôm, 

   cos2A = cos (A + A) = cosA cosA − sinA  sinA 

   cos2A = cos2A − sin2A 

 G]úY  cos2A = cos2A − sin2A   

 CúR úTôuß  tan2A = 
2tanA

1 − tan2A
  G] AûPVXôm, 
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  cos2Au Ut\ Øtù\ôÚûULû[d ¸rd LôiúTôm, 

   cos2A = cos2A − sin2A  = (1 − sin2A) − sin2A 

    = 1 − 2sin2A 

   cos2A = cos2A − sin2A = cos2A − (1 − cos2A) 

    = 2cos2A − 1 

   cos2A = 1 − 2sin2A−ÚkÕ SUdÏ 

   sin2A = 
1 − cos2A

2   

 úUÛm. cos2A = 2cos2A − 1−ÚkÕ 

   cos2A = 
1 + cos2A

2   

 G]úY. tan2A = 
1 − cos2A
1 + cos2A  

   sin2A = 2sinA cosA 

    = 
2 sinA
cosA    cos2A = 

2 tanA

sec2A
  = 

2tanA

1 + tan2A
  

   cos2A = cos2A − sin2A = cos2A 








1 − 
sin2A

cos2A
  

    = cos2A (1 − tan2A) 

    = 
1 − tan2A

sec2A
  = 

1 − tan2A

1 + tan2A
  

 BLúY sin2A = 2 sinA . cosA 

   cos2A = cos2A − sin2A 

   cos2A = 1 − 2sin2A 

   cos2A = 2 cos2A − 1 

   sin2A = 
2tanA

1 + tan2A
  

   cos2A = 
1 − tan2A

1 + tan2A
  

   tan2A = 
2tanA

1 − tan2A
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6.3.3  
A
2 u §¬úLôQª§ ®¡ReLs Yô«XôL Au 

§¬úLôQª§ ®¡ReLû[d LôQp : 

(Trigonometrical ratios of A in terms of trigonometrical ratios of 
A
2 ) 

   sinA = sin



2 × 

A
2   

    = 2 sin 
A
2  . cos 

A
2  

   cosA = cos 



2 × 

A
2   =  cos2 

A
2  − sin2 

A
2  

    = 2 cos2 
A
2   − 1 

    = 1 − 2 sin2 
A
2   

   tan A = tan 



2 × 

A
2   

    = 
2 tan 

A
2

1 − tan2 
A
2

  

CúRúTôuß ¸rdLiP Øtù\ôÚûULû[ ¨ßYXôm, 

   sinA = 
2 tan 

A
2

1 + tan2 
A
2

  

   cosA = 
1 − tan2 

A
2

1 + tan2 
A
2

  

   sin2 
A
2 = 

1 − cosA
2   

   cos2 
A
2 = 

1 + cosA
2   

   tan2 
A
2 = 

1 − cosA
1 + cosA  
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 úUÛm tan 
A
2 = 

sinA
1 + cosA   Utßm tan 

A
2 = 

1 − cosA
sinA   GuTûRd 

LY²dL, 

G,Lô, 6.25: sinθ = 
3
8 , θ JÚ ÏßeúLôQm G²p. sin2θu U§lûTd 

LôiL, 

¾oÜ :  sin θ = 
3
8    ;    cos θ = 1 − sin2θ  = 1− 

9
64  = 

55
8   

   sin 2θ = 2 sinθ cosθ  =  2 . 
3
8  . 

55
8    = 

3 55
32   

G,Lô, 6.26: (i)  sin15°  (ii)  tan15° B¡VYtû\ U§l©ÓL, 

¾oÜ : (i) sin15° = sin 
30°
2   = 

1 − cos30°
2    =  

1 − 
3

2
2   = 

2 − 3
2   

  (ii) tan 15° = tan 
30°
2   = 

1 − cos30°
sin30°    =  

1− 
3

2
1
2

   =  2 −  3  

6.3.4    3AI Es[Pd¡V §¬úLôQ ª§ ®¡ReLs : 
(Trigonometrical ratios  involving 3A)  
   sin3A = sin (2A + A) = sin2A . cosA + cos2A . sinA 

    = 2 sinA cos2A + (1 − 2sin2A) sinA 

    = 2sinA (1 − sin2A) + (1 − 2sin2A) sinA 

    = 3sinA − 4sin3A 

CúRúTôuß cos3A = 4 cos3A − 3cosA 

   tan3A = tan (2A + A) = 
tan2A + tanA

1 − tan2A . tanA
  

    = 




2 tanA

1 − tan2A
 + tanA

1 − tanA . 
2tanA

1 − tan2A

  

    = 
3 tanA − tan3A

1 − 3tan2A
  

G,Lô, 6.27: cos4A − sin4A = cos2A G] ¨ßÜL, 
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¾oÜ : CPl×\m = (cos2A + sin2A) (cos2A − sin2A) 
    = 1 . cos2A = cos2A = YXl×\m 

G,Lô, 6.28: 

   cot3A = 
cot3A − 3cotA

3cot2A − 1
   G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 YXl×\m = 
cot3A − 3cotA

3cot2A − 1
  = 

1

tan3A
 − 

3
tanA

3

tan2A
 − 1

   =  
1 − 3tan2A

3tanA − tan3A
  

  = 
1

tan3A   =  cot3A = CPl×\m 

G,Lô, 6.29: 

 tanA  = 
1 − cosB

sinB   G²p. tan2A = tanB G] ¨ßÜL, CeÏ A, 

BGuTûYLs ÏßeúLôQeLs, 

¾oÜ: YXl×\m  =  
1 − cosB

sinB   = 
2sin2 

B
2

2sin 
B
2 . cos 

B
2

   =  
sin 

B
2

cos 
B
2

   =  tan 
B
2  

   G]úY   tan 
B
2  = tanA  

   ⇒  A = 
B
2    ⇒  B = 2A 

 G]úY tan2A = tanB 

G,Lô, 6.30: 4 sinA sin (60° + A) . sin (60° − A) = sin3A G] ¨ßÜL, 

¾oÜ :  CPl×\m  = 4 sinA sin (60° + A) . sin (60° − A) 

    = 4sinA { } sin (60° + A) . sin (60° − A)    

    = 4sinA {sin260 − sin2A} 

    = 4sinA 






3

4 − sin2A   = 3sinA − 4sin3A = sin3A 

    = YXl×\m 

G,Lô, 6.31:  cos20°  cos40°  cos80° = 
1
8  G] ¨ßÜL, 
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   CPl×\m = cos20°  cos40°  cos80° 

    = cos20°  { }cos (60° − 20°)  cos(60° + 20°)   

    = cos20°  [ ]cos260° − sin220°   

    = cos20° 



1

4 − sin220°   

    = 
1
4  cos20° { }1 − 4(1 − cos220°)   

    = 
1
4  {4cos320° − 3 cos20°}  =  

1
4  [cos3 × 20°]  

    = 
1
4  × cos60° = 

1
8  = YXl×\m 

G,Lô, 6.32: U§l× LôiL 

 (i) sin18°      (ii) cos18°     (iii) cos36°  (iv) sin36°  (v) sin54°  (vi) cos54° 
¾oÜ : 
 (i) θ = 18° GuL, 5θ = 90° ⇒ 2θ = 90° − 3θ 

    ⇒ sin2θ = sin(90° − 3θ) = cos3θ 

    ⇒ 2sinθ cosθ = 4cos3θ − 3cosθ 

    ⇒ 2sinθ = 4cos2θ − 3 (‡cos θ ≠ 0) 

    ⇒ 2sinθ = 1 − 4sin2θ 

    ⇒ 4sin2θ + 2sinθ − 1 = 0 

    ⇒ sinθ = 
− 2 ± 4 + 16

8   =  
− 1 ± 5

4   

   sin 18° is positive, sin18° =  
− 1 + 5

4   

 (ii) cos18° = 1 − sin218  = 1 − 



5 − 1

4
2

  = 
10 + 2 5

4   

 (iii) cos36° = 1 − 2sin218° = 
5 + 1
4   

 (iv) sin36° = 1 − cos236°   =  
10 − 2 5

4   

 (v) sin54° = sin (90° − 36°) = cos36° = 
5 + 1
4   

 (vi) cos54° = cos (90° − 36°) = sin36° = 
10 − 2 5

4   
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T«t£ 6.5 
 (1) ¸rdLôiTûYLû[ ¨ßÜL 

  (i) 2sin15°  cos15° = 
1
2  (ii) sin 

π
8   cos 

π
8   =  

1
2 2

   

  (iii) sin72° = 
10 + 2 5

4   (iv) cos72° = 
5 − 1
4    

   (v) 1 − 2sin2 22 
1
2° = 

1
2

  (vi) 
2 tan22 

1
2°

1 − tan2 22
1
2°

  = 1 

 (2) 8 cos3 
π
9  − 6cos 

π
9  = 1 G] ¨ßÜL 

 (3) tan 
θ
2  = ( )2 − 3   G²p sinθu U§l× LôiL, 

 (4) 
1 + sin θ − cos θ
1 + sin θ+ cos θ   = tan 

θ
2  G] ¨ßÜL, 

 (5) ¨ßÜL 

  (i) cos2 



π

4 − θ  − sin2 




π

4 − θ   = sin2θ   (ii) sec2θ+tan2θ = tan 



π

4 + θ   

 (6) (i) tanθ = 3 G²p tan3θI LôiL                              

  (ii) sinA = 
3
5   G²p sin3AI LôiL, 

 (7) tanα = 
1
3  Utßm tan β = 

1
7   G²p 2α + β = 

π
4  G] ¨ßÜL 

 (8) 2 cosθ = x + 
1
x  G²p  cos2θ = 

1
2  





x2 + 

1

x2  G] ¨ßÜL, 

6.3.5ùTÚdLûX.áhPp ApXÕ L¯jR−u Y¥YUôL UôtßRp: 
(Transformation of a product into a sum or difference) 
   sin(A + B) = sinA cosB + cosA sinB … (1) 

 Utßm  sin(A − B) = sinA cosB − cosA sinB … (2) 
GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm 

(1) Utßm (2) Id áhP 

   sin(A + B) + sin (A − B) = 2 sinA cosB … (I) 
(1)−ÚkÕ (2)Id L¯dL 
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   sin(A + B) − sin(A − B) = 2 cosA sinB … (II) 
 úUÛm 
   cos(A + B) = cosA cosB − sinA sinB … (3) 
   cos(A − B) = cosA cosB + sinA sinB … (4) 
  (3) + (4) ⇒ cos(A + B) + cos(A − B) = 2 cosA cosB … (III) 
 (4) − (3) cos(A + B) − cos(A − B) = − 2sinA sinB … (IV) 
 ClúTôÕ A + B = C Utßm A − B = D GuL 

  2A = C + D (OR) A = 
C + D

2   and 2B = C − D (OR)  B = 
C − D

2   

  G]úY A, Bu U§l×Lû[ úUtLiP ãj§WjûR I, II, III 
Utßm IVp ©W§«P 

 1) sinC + sinD = 2 sin 
C + D

2   . cos 
C − D

2   

 2) sinC − sinD = 2 cos 
C + D

2   . sin 
C − D

2   

 3) cos C + cosD = 2 cos 
C + D

2   . cos 
C − D

2   

 4) cosD − Cos C = 2sin 
C + D

2   . sin 
C − D

2   

G,Lô, 6.33: ¸rdLiPûYLû[ áhPp ApXÕ L¯jRXôLd áß 

 (i) 2sin2θ . cosθ    (ii) 2 cos2θ cosθ          (iii) 2 sin 3A . sinA 

 (iv) cos7θ.cos5θ (v)cos 
3A
2  .cos 

5A
2    (vi) cos3θ.sin2θ (vii) 2cos3A . sin5A 

¾oÜ : 

 (i)  2 sin 2θ . cosθ = sin(2θ + θ) + sin (2θ − θ) = sin3θ + sinθ 

 (ii)  2 cos2θ . cosθ = cos(2θ + θ) + cos (2θ − θ) = cos3θ + cosθ 

 (iii)  2 sin3A . sinA = cos(3A − A) − cos(3A + A) = cos2A − cos4A 

 (iv)  cos7θ . cos5θ = 
1
2  [cos(7θ + 5θ) + cos(7θ - 5θ)] = 

1
2  [cos12θ + cos2θ] 

 (v) cos 
3A
2   . cos

5A
2   = 

1
2  



cos 



3A

2  + 
5A
2  + cos 



3A

2  − 
5A
2   

    = 
1
2  [cos4A + cos(−A)] = 

1
2  [cos4A + cosA] 

 (vi)  cos3θ . sin2θ = 
1
2  [ sin (3θ + 2θ) −sin(3θ − 2θ)] = 

1
2  [sin 5θ − sin θ] 

 (vii) 2 cos3A . sin5A = sin(3A + 5A) − sin(3A − 5A) = sin8A − sin(−2A) 
    = sin8A + sin2A 
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G,Lô, 6.34: ¸rdLôiTûYLû[ ùTÚdLXôLd áß : 

 (i) sin4A + sin2A (ii) sin5A − sin3A (iii) cos3A + cos7A  
 (iv) cos2A − cos4A  (v) cos60° − cos20° (vi) cos55° + sin55° 
¾oÜ : 

 (i) sin4A + sin2A = 2 sin 



4A + 2A

2   cos 



4A − 2A

2   = 2sin3A  cosA 

 (ii) sin5A − sin3A = 2cos 



5A + 3A

2   sin 



5A − 3A

2   = 2 cos4A  sinA 

 (iii) cos3A + cos7A = 2 cos 



3A + 7A

2  cos 



3A − 7A

2   

   = 2cos5A  cos (−2A)=2cos5A cos2A 

 (iv) cos2A − cos4A = − 2sin 



2A + 4A

2   sin 



2A − 4A

2    

   = −2sin3A  sin(−A)=2sin3A  sinA 

 (v) cos60° − cos20° = − 2 sin 
(60° + 20°)

2   sin 



60° − 20°

2 = − 2sin40° sin20° 

 (vi)  cos55° + sin55°=cos55° + cos(90°−55°) = cos55° + cos35° 

   = 2 cos 
55° + 35°

2   cos 
55° − 35°

2   = 2cos45°  cos10° 

    = 2 
1
2

  cos10° = 2  cos10° 

G,Lô, 6.35: sin 20° sin40°  sin80° = 
3

8   G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : CPl×\m = sin20° sin40° in80° = sin20°  
1
2  {cos40° − cos120°} 

   = 
1
2  sin20° 









cos40° + 
1
2   

   = 
1
2  sin20° cos40° + 

1
4  sin20° 

   = 
1
4  (sin60° − sin20°) + 

1
4  sin20° = 

1
4  sin60° 

   = 
3

8   = YXl×\m 

G,Lô, 6.36: 4(cos6° + sin24°) = 3  + 15  G] ¨ßÜL, 
¾oÜ : 
CPl×\m=4(cos6°+sin24°)=4(sin84°+sin24°) [‡cos6°=cos(90°−84)= sin84°] 
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  = 4 . 2sin 



84° + 24°

2   cos 



84° − 24°

2   

  = 8 sin54° . cos30° = 8 



5 + 1

4  . 



3

2   

  = 15  + 3  = YXl×\m 

G,Lô, 6.37:  

  (i) cos20°+cos100° + cos140° = 0  (ii) sin50°−sin70°+sin10°= 0 G] 

¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 (i) CPl×\m = cos20° + (cos100° + cos140°) 

    = cos20° + 2cos 



100 + 140°

2   . cos 



100 − 140°

2   

    = cos20° + 2cos120° cos(− 20°) = cos20° + 2



− 

1
2   cos20° 

    = cos20° − cos20° = 0 = YXl×\m 

 (ii) CPl×\m = sin50° − sin70° + sin10° 

    = 2 cos 



50 + 70°

2   . sin 



50 − 70°

2   + sin10° 

    = 2 cos60° . sin(− 10°) + sin10° = 2 × 
1
2  (− sin10°) + sin10° 

    = − sin10° + sin10° = 0 = YXl×\m 

6.3.6 ¨TkRû]dÏhThP Øtù\ôÚûULs : 
(Conditional Identities) 
G,Lô, 6.38: 
 A + B + C = π G²p sin2A + sin2B + sin2C = 4sinA  sinB  sinC G] 

¨ßÜL, 
¾oÜ : 
 CPl×\m = sin2A + sin2B + sin2C = (sin2A + sin2B) + sin2C 

  = 2sin(A + B) cos(A − B) + sin2C 
  = 2sin(π − C)  cos(A − B) + sin2C  
  = 2sinC  cos(A − B) + 2sinC  cosC 
  = 2sinC { }cos(A − B) + cosC   



 237

  = 2 sinC 



cos(A − B) + cos(180 − A + B

−−−
)   

  = 2 sinC {cos(A − B) − cos(A + B)} = 2sinC  {2 sinA  sinB} 
  = 4 sinA sinB sinC = YXl×\m 
G,Lô, 6.39: 
 A + B + C = 180° G²p cos2A + cos2B−cos2C = 1−4sinA sinB cosC G] 

¨ßÜL, 
¾oÜ : 
 CPl×\m = cos2A + (cos2B − cos2C) 

  = 1 − 2sin
2
A + { }−2 sin(B + C) sin(B − C)   

  = 1 − 2sin2A − 2sin(180° − A)  sin(B − C) 

  = 1 − 2sin2A − 2sinA sin(B − C) 
  = 1 − 2 sinA [ ]sinA + sin (B − C)   

  = 1 − 2sinA [ ]sin(B + C) + sin(B − C)  , [‡ A = 180° − (B + C)] 

  = 1 − 2sinA [2sinB  cosC] 
  = 1 − 4sinA sinB cosC = YXl×\m 

G,Lô, 6.40: A+B+C = π G²p cos2A + cos2B − cos2C = 1 − 2sinA sinB cosC 

G] ¨ßÜL, 
¾oÜ : 

 CPl×\m = cos2A + cos2B − cos2C  = (1 − sin2A) + cos2B − cos2C 

  = 1 + (cos2B − sin2A) − cos2C 

  = 1 + cos(A + B) . cos(A − B) − cos2C 

  = 1 + cos(π − C) cos(A − B) − cos2C 

  = 1 − cosC. cos(A − B) − cos2C 
  = 1 − cosC  [ ]cos(A − B) + cosC   

  = 1 − cosC [cos(A − B) −cos (A + B)] = 1 − cosC [2sin A sinB] 
  = 1 − 2sinA sinB cosC  =  YXl×\m 

T«t£ 6.6 
 (1) ©uYÚY]Ytû\ áhPp ApXÕ L¯jRXôLd áß 

  (i) 2sin4θ   cos2θ (ii) 2cos8θ   cos6θ (iii) 2cos7θ   sin3θ 

  (iv) 2sin3A   sinA (v) 2cos6A   sin3A (vi) cos4θ   sin9θ 

  (vii) cos 
3A
2     sin 

A
2  (viii) sin

7A
2     cos 

5A
2   (ix) cos 

5θ
3     cos 

4θ
3   
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 (2) ©uYÚY]Ytû\ ùTÚdLXôLd áß : 

  (i) sin13A + sin5A (ii) sin13A − sin5A (iii) cos13A + cos5A 

  (iv) cos13A − cos5A (v) sin52° − sin32° (vi) cos 51° + cos23°  
(vii) sin80° − cos70° (viii) sin50° + cos80° (ix) sin20° + cos50° 

  (x) cos35° + sin72° 

 (3) sin20°   sin40°   sin60°   sin80° = 
3
16  G] ¨ßÜL, 

 (4) cos20°   cos40°   cos60°   cos80° = 
1
16  G] ¨ßÜL, 

 (5) sin50° − sin70° + cos80° = 0 G] ¨ßÜL, 

 (6) (cosα + cosβ)2 + (sinα − sinβ)2 = 4cos2 



α + β

2   G] ¨ßÜL, 

 (7) (i)  
sin3A − sinA
cosA − cos3A

  = cot2A    (ii) 
cos2A − cos3A
sin2A + sin3A   = tan 

A
2   G] ¨ßÜL, 

 (8) A + B + C = π G²p sin2A − sin2B + sin2C = 4 cosA sinB cosC G] 

¨ßÜL, 
 (9) A + B + C = 180° G²p 

   sin2A + sin2B + sin2C = 2 + 2cosA cosB cosC G] ¨ßÜL, 

 (10) A+B+C = π G²p tan 
A
2  tan 

B
2 +tan 

B
2  tan 

C
2 +tan 

C
2  tan 

A
2 = 1 G] 

¨ßÜL, 

 (11) A + B + C = 90° G²p 
sin2A + sin2B + sin2C
sin2A + sin2B − sin2C

  = cot A  cot B G] 

¨ßÜL, 

 (12) A + B + C = π G²p sin2  A
2  + sin2 

B
2  + sin2 

C
2   

= 1 − 2 sin
A
2   sin 

B
2   sin 

C
2   G] ¨ßÜL, 

6.4 §¬úLôQª§ NUuTôÓLs : 
 (Trigonometrical Equations) 
 §¬úLôQª§ Nôo×Lû[ Es[Pd¡V NUuTôÓ §¬úLôQª§ 

NUuTôÓ G]lTÓm, cosθ = 
1
2 , tanθ = 0, cos2θ − 2sinθ = 

1
2  GuTûYLs 

§¬úLôQª§ NUuTôÓLÞdÏf £X GÓjÕdLôhÓL[ôÏm, CkR 

§¬úLôQª§ NUuTôÓLû[j ¾odL Sôm θ Gu\ Uô±dÏ TX 

U§l×L°hÓ ùLôÓdLlThP NUuTôÓLû[f N¬Tôod¡ú\ôm, 
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 JÚ úLôQj§u GmU§l×Ls ùLôÓdLlThP NUuTôhûP 

¨û\Ü ùNn¡u\]úYô AmU§l×Ls AfNUuTôh¥u ¾oÜL[ôÏm, 

JÚ §¬úLôQª§ NUuTôh¥tÏ GiQt\ ¾oÜLs CÚdLXôm, JÚ 

¾o®p Es[ úLôQj§u R² U§l×L°p (absolute value) GÕ 

Ïû\Yô]úRô AÕúY ØRuûU ¾oÜ (principal solution) G]lTÓm, 

§¬úLôQª§ NUuTôÓLs GuTûY §¬úLôQª§ 

Øtù\ôÚûUL°−ÚkÕ (Trigonometrical identities) úYßThPûY, £X 

§¬úLôQª§ NUuTôÓLÞdÏj ¾oÜLs CpXôUÛm CÚdLXôm, 

GÓjÕdLôhPôL cosθ = 4 Gu\ NUuTôh¥tÏj ¾oÜLs CpûX, ‘n’ 
Gu\ ØÝ GiûQ Es[Pd¡V úLôûY §¬úLôQª§ NUuTôh¥u 

ùTôÕj¾oÜ G]lTÓm, CÕ AfNUuTôh¥u GpXôj ¾oÜLû[Ùm 

RÚm, 

6.4.1 sin θ = 0  ;  cosθ = 0  ;  tan θ = 0u ùTôÕj¾oÜLs 

 O(0,0) I ûUVUôLd ùLôiP KWXÏ BWØûPV YhPjûR 

GÓjÕd ùLôsúYôm, 

 OX−ÚkÕ Ñtßm úLôÓ OP B]Õ XOP =θ Gu\ úLôQjûR 

EiPôdÏ¡\Õ, OXdÏ ùNeÏjRôL PM YûWL, 

(1) sinθ = 0 
 ùNeúLôQ ØdúLôQm OMPp OP = 1 AXÏ   

 sinθ = 
MP
OP  ⇒ sinθ = MP 

 sinθ = 0 G²p MP = 0 ARôYÕ OP GuTÕ  
OX ApXÕ OX′ ÁÕ ùTôÚkÕm,   

TPm 6.20 

 ∴ XOP   = θ = 0, π, 2π, 3π, …[CPgÑ¯VôL] 

 ApXÕ θ = − π, − 2π, − 3π, …… [YXgÑ¯VôL] 

 ARôYÕ θ = 0 ApXÕ πu ªûL ApXÕ Ïû\ ØÝ Gi UPeÏ, 

 G]úY sinθ = 0 u ùTôÕj ¾oÜ θ = nπ,  n ∈ Z CeÏ Z GuTÕ ØÝ 

GiL°u LQm, 

(2) cosθ  = 0 

   ùNeúLôQ ØdúLôQm OMPp cosθ = 
OM
OP   = OM  (‡OP = 1AXÏ) 

 cosθ = 0 G²p OM = 0 

 ARôYÕ OP GuTÕ OY ApXÕ OY′ ÁÕ ùTôÚkÕm, 
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 ARôYÕ θ = 
π
2  ,   

3π
2   ,   5

π
2  ,  …. …. [CPgÑ¯VôL) 

 θ = − 
π
2  ,   − 

3π
2   ,  − 

5π
2   ……[YXgÑ¯VôL] 

 ARôYÕ θ = ±   ( 
π
2  u Jtû\ UPeÏ) 

 BLúY θu ùTôÕj¾oÜ θ = (2n + 1) 
π
2  , n ∈ Z 

(3) tanθ = 0 

 ùNeúLôQ ØdúLôQm OMPp tanθ = 0 G²p 
MP
OM  = 0 ApXÕ MP 

= 0  CÕ. ¨ûX (1)-Il úTôußs[Rôp 
 (1)−ÚkÕ θ = nπ, n ∈ Z G]d ¡ûPd¡\Õ, 
CqYô\ôL. (1) sinθ = 0 G²p θ = nπ,    n ∈ Z 

  (2) cosθ = 0 G²p θ = (2n + 1) 
π
2  ,     n ∈ Z 

  (3) tanθ = 0 G²p θ = nπ,   n ∈ Z 
 JÚ §¬úLôQª§f NUuTôhûPj ¾odÏmúTôÕ ¡ûPdÏm 

GpXô ¾oÜL°Ûm ûNu Nôo×dÏ 



 

− π
2 ,  

π
2  «Ûm ùLôûNu ¾oÜdÏ  

[0, π]«Ûm úPu Nôo×dÏ 



− 

π
2,  

π
2  «Ûm Es[ ¾oÜ AfNôo©u 

ØRuûU U§l× (Principal value) BÏm, 
G,Lô, 6.41: ¸rdLiPûYL°u ØRuûU U§lûTd LôiL : 

 (i) cosx = 
3

2       (ii) cosθ = − 
3

2     (iii) cosecθ = − 
2
3

       

 (iv) cotθ = − 1   (v) tanθ = 3  

¾oÜ :  (i) cosx = 
3

2   > 0 

 ∴ xu U§l× ØRp ApXÕ SôuLôYÕ Lôp TÏ§«p AûU¡\Õ, 

xu ØRuûU U§l× [0, π]dÏs CÚdL úYiÓm. cosx GuTÕ 

ªûLVôL CÚlTRôp ARu ØRuûU U§l× ØRp LôpTÏ§«p 

AûUÙm, 

 cosx = 
3

2   = cos 
π
6  úUÛm  

π
6  ∈ [0, π] 

 G]úY xu ØRuûU U§l× 
π
6  . 
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(ii) cosθ = − 
3

2   < 0 

 cosθ GuTÕ Ïû\ GiQôL CÚlTRôp θ GuTÕ CWiÓ 

ApXÕ êu\ôYÕ LôpTÏ§«p AûU¡\Õ. CRu ØRuûU U§l× 

[0,π]p i.e. ØRp ApXÕ CWiPôYÕ Lôp TÏ§«p AûUV úYiÓm, 

G]úY θu ØRuûU U§l× CWiPôYÕ LôpTÏ§«p AûUÙm, 

 ∴ cosθ = − 
3

2   = cos (180° − 30°) = cos150°. 

 θu ØRuûU U§l× θ = 150° = 
5π
6   . 

(iii) cosecθ = − 
2
3

  ⇒ sinθ = − 
3

2  < 0 

 G]úY θ êu\ôYÕ ApXÕ SôuLôYÕ LôpTÏ§«p AûUÙm, 

ØRuûU U§l× 



− 

π
2,  

π
2  p ARôYÕ ØRp ApXÕ SôuLôYÕ 

LôpYhPj§p AûUVúYiÓm,  ∴  θ = − 
π
3  

(iv) cotθ = − 1   ∴ tanθ = − 1 < 0 

 ∴ θu U§l× CWiÓ ApXÕ SôuLôYÕ LôpYhPj§p 

AûU¡\Õ, ØRuûU U§l×  



− 

π
2,  

π
2  «p AûU¡\Õ,  ∴ θu U§l× 

SôuLôYÕ LôpTÏ§«p AûU¡\Õ, 

 cot 



− 

π
4   = − 1  ⇒  θ = − 

π
4   ∈ 



− 

π
2,  

π
2   

6.4.2 sin θ = sin α  ;   cos θ = cos α ;  tan  θ = tan αu ùTôÕj¾oÜLs : 

(1) sinθ = sinα ;      − 
π
2  ≤ α ≤  

π
2     i.e.   α ∈ 



− 

π
2,  

π
2   

    ⇒ sinθ − sinα = 0 

    ⇒ 2 cos 



θ + α

2   . sin 



θ − α

2   = 0 

    ⇒ cos 



θ + α

2   = 0  or sin 



θ − α

2   = 0 

    ⇒ 
θ + α

2   = (2n + 1) 
π
2 , or  

θ − α
2   = nπ,    n ∈ Z 

    ⇒ θ + α = (πu Jtû\ UPeÏ) ApXÕ  
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     θ − α = (πu CWhûP UPeÏ) 

    ⇒ θ = (πu Jtû\ UPeÏ) − α   … (1) 

     ApXÕ θ = (πu CWhûP UPeÏ) + α …(2) 
 (1)IÙm (2)IÙm JußúNojÕ, 

   θ = nπ + (− 1)n.α,  CeÏ n ∈ Z 

(2)  cosθ = cosα            0 ≤ α ≤ π    i.e. α ∈ [0, π] 

    ⇒ cosθ − cosα = 0 

    ⇒ − 2sin 



θ + α

2   . sin 



θ − α

2   = 0 

    ⇒ sin 



θ + α

2   = 0 ApXÕ sin



θ − α

2   = 0 

    ⇒ 
θ + α

2   = nπ ; n∈ Z  ApXÕ  
θ − α

2   = nπ ; n ∈ Z 

    ⇒ θ = 2nπ − α   ApXÕ θ = 2nπ + α 

 G]úY θ = 2n π ± α ‘ n ∈ Z. 

(3)  tanθ = tanα      − 
π
2  < α < 

π
2     i.e. α ∈ 



− 

π
2,  

π
2    

    ⇒ 
sinθ
cosθ  = 

sinα
cosα  

    ⇒ sinθ cosα − cosθ sinα = 0 

    ⇒ sin (θ − α) = 0 

    ⇒ θ − α = nπ, n ∈ Z 

    ⇒ θ = nπ + α, n ∈ Z 

 CqYô\ôL   sin θ = sinα  ⇒ θ = nπ + (− 1)n α ; n ∈ Z 

  cos θ = cos α ⇒ θ = 2nπ ± α ;  n ∈ Z 

  tan θ = tan α ⇒ θ = nπ + α ; n ∈ Z,  G] AûP¡ú\ôm, 

G,Lô, 6.42: ¸rdLôiTûYL°u ùTôÕj¾oÜ LôiL : 

 (i) sinθ = 
1
2   (ii) secθ = − 2   (iii) cos2θ = 

1
4   (iv) cot2θ = 3  (v) sec2θ = 

4
3  

¾oÜ :  (i) sinθ = 
1
2  

 sin θ = 
1
2  = sin 

π
6   CÕ sinθ = sinαu JÚ Y¥Ym   CeÏ α = 

π
6  
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 ∴ ùTôÕj ¾oÜ θ = nπ + (− 1)n . 
π
6  ; n ∈ Z 

 (ii) secθ = − 2   ⇒  cos θ = − 
1
2

  < 0 

 θu ØRuûU U§l× [0, π]dÏs CÚdL úYiÓm, 

 cos θ GuTÕ Ïû\ GiQôL CÚlTRôp θu ØRuûU U§l× 

CWiPôYÕ LôpTÏ§«p AûUÙm, 

   cos 
3π
4   = cos 



π − 

π
4   = − cos 

π
4  = − 

1
2

  

             ∴ θ = 2nπ  ±  
3π
4    ;  n ∈ Z 

 (iii)  cos2θ = 2cos2θ − 1 GuTÕ A±kRúR, 

    = 2 



1

4   − 1 = 
1
2  − 1 = − 

1
2  = − cos 

π
3   =  cos 

2π
3   

   ∴ 2θ = 2nπ ± 
2π
3   ; n ∈ Z 

   θ = nπ ± 
π
3  ; n ∈ Z 

(iv)   1 + cot2θ = cosec2θ  ⇒  1 + 3 = cosec2θ  

GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm 

   ∴ cosec2θ = 4   or sin2θ = 
1
4  

   cos2θ = 1 − 2 sin2θ = 1 − 2



1

4   = 
1
2   = cos 

π
3  

   ∴  2θ = 2nπ ± 
π
3   ; n ∈ Z  

   θ = nπ ± 
π
6   ; n ∈ Z  

(v)    tan2θ = sec2θ− 1 = 
4
3  − 1 = 

1
3   

GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm, 

   cos 2θ = 
1 − tan2θ
1 + tan2θ

   =  
1 − 

1
3

1 + 
1
3

  = 

2
3
4
3

  = 
1
2  
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   cos 2θ = 
1
2   =  cos 

π
3  

   2θ = 2nπ ± 
π
3   ;    n ∈ Z  

   θ = nπ ± 
π
6   ;    n ∈ Z  

Ï±l× : ¾o : sinθ = 
− 3

2   

 CRtÏ CWiÓ ¾oÜLs 0 ≤ θ < 2πp EiÓ, 

 ARôYÕ θ = − 
π
3   and 

4π
3   

 ùTôÕj ¾oÜ 

   θ = nπ + (− 1)n 



− 

π
3   ;   n ∈ Z   G]Üm … (1) 

   Utßm  θ = n π + (− 1)n 



4π

3   ; n ∈ Z G]Üm … (2) 

 GÓjÕdùLôiPôÛm U§l× JußRôu, Y¥Ym UhÓm 

úY\ô]Õ, 
 CeÏ (1), (2) m NUUô]ûY, B]ôp TôolTRtÏ úY\ô]ûYVôLj 

úRôußm,  

 GÓjÕdLôhPôL n = 1 G²p (1)−ÚkÕ θ = 
4π
3   

   n = 0 G²p (2)−ÚkÕ θ  = 
4π
3   

 ùTôÕj¾oûY YûWVû\ ùNnÙmúTôÕ θu Ïû\kR UhÓ 

U§lûT  αu U§lTôL (ØRuûU U§l×) GÓjÕd ùLôsYÕ YZdLm, 

G,Lô, 6.43: ¾o : 2cos2θ + 3sinθ = 0 
¾oÜ : 

 2cos2θ + 3sinθ = 0 ⇒ 2 (1 − sin2θ) + 3 sinθ = 0 

   ⇒ 2sin2θ − 3sinθ − 2 = 0 

   ⇒ (2 sinθ + 1) (sin θ − 2) = 0 

   ⇒ sin θ = 
− 1
2      (‡ sinθ = 2 is not possible) 

   ⇒ sin θ = − sin 
π
6  
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   ⇒ sin θ = sin 



− 

π
6   

   ⇒ θ = − 
π
6  

   ⇒ θ = nπ + (− 1)n . 



− 

π
6    ;  n ∈ Z 

G,Lô, 6.44: ¾o: 2tanθ − cotθ = − 1 

¾oÜ :  2 tanθ − cotθ = − 1 

   2 tan θ − 
1

tanθ  = − 1 

    ⇒ 2 tan2θ + tanθ − 1 = 0 

   (2 tanθ − 1)(tanθ + 1) = 0 

   2 tanθ − 1 = 0   or tanθ + 1 = 0 

   tanθ = 
1
2    or tan θ  =  − 1 

   tanθ = − 1 Gu±ÚdÏm úTôÕ = − tan 
π
4  

   tanθ = tan 



− 

π
4   

   ⇒ θ = nπ + 



− 

π
4   

    = nπ − 
π
4   ;  n ∈  Z 

   tan θ  =  
1
2  = tanβ (β-ØRuûU U§l×) 

   ∴  θ = nπ + β 

    = nπ + tan−1 



1

2   

 G]úY θ = nπ − 
π
4    or θ  =  nπ + tan− 1 



1

2  ;  n ∈  Z 

G,Lô, 6.45: ¾o : sin2x + sin6x + sin4x = 0 

¾oÜ :  sin2x + sin6x + sin4x = 0 or (sin6x + sin2x) + sin4x  = 0  
      ApXÕ 2sin4x . cos2x + sin4x = 0 

 sin4x (2 cos2x + 1) = 0   
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 sin4x = 0  ⇒  4x = nπ  or x = 
nπ
4   ;  n ∈  Z 

 2 cos2x + 1 = 0  ⇒ cos 2x = 
− 1
2    

  = − cos 
π
3  = cos 



π − 

π
3   = cos 

2π
3   

 ∴ 2x = 2nπ ± 
2π
3    or   x = n π ± 

π
3  

 G]úY  x = 
nπ
4    or   x = nπ ± 

π
3   ; n ∈  Z 

G,Lô, 6.46: ¾o : 2sin2x + sin22x = 2 

¾oÜ :  2 sin2x + sin22x = 2 

  ∴  sin22x = 2 − 2sin2x 

   = 2(1 − sin2x) 

  sin22x = 2 cos2x 

  ⇒  4sin2x cos2x − 2 cos2x = 0 

  ⇒ 2(1 − cos2x) cos2x − cos2x = 0 

  ⇒ 2cos4x − cos2x = 0 

  ⇒ cos2x (2 cos2x − 1) = 0 

  ⇒ cos2x = 0  cos2x = 
1
2  = 





1

2

2
  

  ⇒ cos2x = cos2 
π
2   cos2x = cos2 

π
4  

  ⇒ x = nπ  ± 
π
2 ,  n ∈ Z   x = mπ ± 

π
4  ,   m ∈ Z 

G,Lô,  6.47: ¾o : tan2θ + ( )1 − 3   tanθ − 3  = 0 

  ⇒ tan2θ + tanθ − 3  tanθ − 3  = 0 
  ⇒ tanθ (tanθ + 1) − 3  (tanθ + 1) = 0 
  ⇒ (tanθ + 1) (tanθ − 3  ) = 0 
  ⇒ tanθ = − 1    tanθ = 3  

  ⇒ tanθ = tan



− 

π
4      tanθ = tan 

π
3  

  ⇒ θ = nπ − 
π
4 ,    n ∈ Z      mπ + 

π
3 ,   m ∈ Z 
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6.4.3 a cosθ+b sinθ = c Gu\ NUuTôhûPj ¾ojRp, CeÏ c2≤a2+ b2  

(Solving equation of the form a cosθ + b sinθ = c where c2≤a2 + b2) 
  a cos θ + b sinθ = c … (1) 

 a2 + b2
 Bp CÚ×\Øm YÏdL 

 
a

a2 + b2
   cosθ  +  

b

a2 + b2
  sinθ =  

c

a2 + b2
  

 cosα = 
a

a2 + b2
   ;  sinα = 

b

a2 + b2
   and cosβ = 

c

a2 + b2
  G] GÓdL 

 NUuTôÓ (1) cosθ  cosα + sinθ  sinα = cosβ 

  ⇒ cos (θ − α) = cosβ 
  ⇒ θ − α = 2nπ ± β 
  ⇒ θ = 2nπ + α ± β , n ∈ Z 
G,Lô, 6.48: ¾o : 3  sin x + cosx = 2 

¾oÜ : CÕ a cosx + b sinx = c, CeÏ c
2 ≤ a2 + b2

 Gu\ Y¥®p Es[Õ, 

 ( )3 2
 + 12  ApXÕ 2Bp NUuTôhûP YÏdL 

 SUdÏ 
3

2   sin x + 
1
2  cosx = 1     ⇒   sin 

π
3  . sinx + cos 

π
3  . cos x = 1 

  ARôYÕ cos 



x − 

π
3   = 1 

  cos 



x − 

π
3   = cos 0 

  x − 
π
3  = 2nπ ± 0 

  i.e.     x = 2nπ + 
π
3 ,    n ∈ Z 

T«t£ 6.7 
 (1) ¸rdLôÔm NUuTôÓL°p ØRuûU U§l×Lû[d LôiL: 

  (i) sinθ = 
1
2

  (ii) 2 cosθ − 1 = 0 (iii) 3  cot θ = 1 

  (iv) 3  secθ = 2 (v) sinx = − 
3

2   (vi) tanθ = − 
1
3

              

(vii)   sec x = 2 
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 (2) ¸rdLôÔm NUuTôÓL°u ùTôÕj¾oûYd LôiL : 

  (i) sin2θ = 
1
2  (ii) tanθ = − 3    (iii) cos 3θ = 

− 1
2

  

 (3) ¸rdLôiTûYLû[j ¾o  : 

  (i) sin3x = sinx       (ii) sin 4x + sin2x = 0       (iii) tan2x = tanx  

 (4) ¸rdLôiTûYLû[j ¾o: 

  (i) sin2θ − 2cosθ + 
1
4  = 0 (ii) cos2x + sin2x + cosx = 0 

  (iii) cosx + cos2x + cos3x = 0 (iv) sin2x + sin4x = 2sin3x 

 (5) ¸rdLôiTûYLû[j ¾o : 

  (i) sinθ + cosθ = 2  (ii) sinθ − cosθ = − 2  

  (iii) 2  secθ + tanθ = 1 (iv) cosecθ − cotθ = 3  

6.5 ØdúLôQj§u Ti×Ls (Properties of Triangles) : 
 ØdúLôQm ABCûV GÓjÕd ùLôsúYôm, 
 A, B, C GuTûY êuß úLôQeLs, 
 A, B, C Gu\ úLôQeL°u G§olTdLeLs 

Øû\úV a, b, c G]d Ï±d¡ú\ôm, 

 G]úY a = BC, b = CA, c = AB.  
TPm. 6.21 

 ØdúLôQj§u êuß TdLeLs Utßm êuß úLôQeLû[d 

ùLôiÓ Sôm TX ãj§WeLû[ EÚYôdLXôm, 
I. ûNu ãj§Wm : 

 ØdúLôQm ABCp  
a

sinA   =  
b

sin B  = 
c

sinC  = 2R. CeÏ R GuTÕ 

ØdúLôQm ABCu ÑtßYhP BWm, 
 TPm (6.22)p O GuTÕ ØdúLôQm ABCu 

ÑtßYhP ûUVm, RGuTÕ ÑtßYhPj§u 

BWm, OD GuTÕ BCdÏ ùNeÏjÕ.  

ClúTôÕ BC = a, BD = 
a
2  

 ClúTôÕ ∆BOC JÚ CÚNUTdL 

ØdúLôQm, 
 

TPm 6.22 

 BOC   = 2 BAC  = 2A GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm, 
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 ∴ BOD   = A 

 ùNeúLôQ ∆BODp 

   sinA = 
BD
R    =  

a/2
R    =  

a
2R  

   ∴ 2R sinA = a   or  
a

sinA   =  2R 

 CúRúTôuß 
b

sinB  = 
c

sinC   =  2R G] ¨ßYXôm 

   ∴  
a

sin A  = 
b

sin B   =  
c

sin C  = 2R 

II. úSl©V¬u ãj§Wm : 
 ØdúLôQm ABCp 

  (1) tan 
A − B

2   = 
a − b
a + b   cot  

C
2  

  (2) tan 
B − C

2   = 
b − c
b + c   cot  

A
2  

  (3) tan 
C − A

2   = 
c − a
c + a   cot  

B
2   GuTûY EiûU BÏm, 

 úUtLiPûY úSl©V¬u ãj§WeLs G]lTÓm, 

Ø¥Ü (1): tan 
A − B

2   = 
a − b
a + b   cot  

C
2  

¨ìTQm: ûNu ãj§Wj§−ÚkÕ 

   
a − b
a + b   cot  

C
2  = 

2R sinA − 2R sinB
2R sinA + 2RsinB   cot  

C
2  

    = 
sinA − sinB
sinA + sinB  cot  

C
2  

    = 
2 cos 

A + B
2  sin 

A − B
2

2 sin 
A + B

2  cos 
A − B

2

  cot  
C
2  

    = cot 



A + B

2    tan 
A − B

2   cot  
C
2  

    = cot 



90 − 

C
2   tan 

A − B
2   cot  

C
2  
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    = tan 
C
2  tan 

A − B
2   cot  

C
2   =  tan 

A − B
2   

   ∴ tan 
A − B

2   = 
a − b
a + b   cot  

C
2  

 CúRúTôuß Ø¥ÜLs(2) Utßm (3)I ¨ì©dLXôm, 

III. ùLôûNu ãj§Wm : 

 YZdLUô] Ï±ÂÓL°p ∆ABCp ¸rdLôÔm Ø¥ÜLs EiûU 

BÏm, 

Ø¥ÜLs: 

 (1) a2 = b2 + c2 − 2bc cosA                     (2) b2 = c2 + a2 − 2ca cosB     

 (3) c2 = a2 + b2 − 2ab cosC 
 CûYLs ùLôûNu ãj§WeLs G]lTÓm, 

Ø¥Ü (1): a2 = b2 + c2 − 2bc cosA 

¨ìTQm : 

 ABdÏ ùNeÏjRôL CD YûWL 

   a2 = BC2 = CD2 + BD2 

   = (AC
2
 − AD

2
) + (AB − AD)

 2
 

   = AC
2
 − AD

2
 + AB

2
 + AD

2
 − 2AB × AD 

   = AC
2
 + AB

2
 − 2AB × (AC cosA) 

  a
2
 = b

2
 + c

2
 − 2bc cosA 

 
Fig. 6.23 

 CúRúTôuß Ø¥ÜLs (2) Utßm (3)I ¨ì©dLXôm, 

 ùLôûNu ãj§WeLû[ ¸rdLiPYôß Uôt± GÝRXôm, 

   cosA = 
b

2
 + c

2
 − a

2

2bc   ; cosB = 
c

2
 + a

2
 − b

2

2ca   ; cosC =  
a

2
 + b

2
 − c

2

2ab   

IV. ÅZp ãj§WeLs : 

 ØdúLôQm ABCp  

 (1)  a = b cos C + c cosB  (2)b = c cosA + a cosC   (3) c = a cosB + b cosA 

       GuTûY YZdLUô] Ï±ÂÓL°p EiûU BÏm, CûY ÅZp 

ãj§WeLs G]lTÓm, 
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Ø¥Ü (1): a = b cosC + c cosB 
¨ìTQm : 
 ØdúLôQm ABCp, AD GuTÕ BCdÏ 

ùNeÏjÕ. 
 ùNeúLôQ ØdúLôQeLs ABD, 
ADC«−ÚkÕ. 

 cosB = 
BD
AB  ⇒ BD = AB × cosB 

 
Fig. 6.24 

 cosC = 
DC
AC  ⇒ DC = AC × cosC 

 B]ôp BC = BD + DC  =  AB cosB + AC cosC 

   a = c cosB + b cosC 
  ApXÕ a = b cosC + c cosB 

 CúRúTôuß Ø¥ÜLs (2) Utßm (3) I ¨ì©dLXôm, 

V. AûWdúLôQ ãj§WeLs : 
 ØdúLôQm ABCp ¸rdLôÔm Ø¥ÜLs EiûU BÏm, 

 (1) sin 
A
2   =

(s − b) (s − c)
bc   (2) sin 

B
2  = 

(s − c) (s − a)
ca   

 (3) sin 
C
2  = 

(s − a) (s − b)
ab   (4) cos 

A
2  = 

s(s − a)
bc   

 (5) cos 
B
2  = 

s(s − b)
ca    (6) cos 

C
2  = 

s(s − c)
ab   

 (7) tan 
A
2  = 

(s − b) (s − c)
s(s − a)

  (8)  tan 
B
2  = 

(s − c) (s − a)
s(s − b)

    

 (9) tan 
C
2  = 

(s − a) (s − b)
s(s − c)

  

 CeÏ   s  =  
a + b + c

2   

 úUtLiP Ø¥ÜLs AûWdúLôQ ãj§WeLs G]lTÓm, 

Ø¥Ü (1):   sin 
A
2  = 

(s − b) (s − c)
bc   

¨ìTQm : cos2A = 1 − 2sin2A GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm, 

   2sin2A = 1 − cos2A 
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  A ûY 
A
2   Guß Uôt± GÝR     2 sin2 A

2  = 1 − cosA 

    = 1 − 
b2 + c2 − a2

2bc   =  
2bc − b2 − c2 + a2

2bc   

    = 
a2 − (b − c) 2

2bc    =  
(a + b − c) (a − b + c)

2bc   

    = 
(a + b + c − 2c) (a + b + c − 2b)

2bc   

    = 
(2s − 2c) (2s − 2b)

2bc    ‡ a + b + c = 2s 

   2sin2 
A
2  = 

2(s − c) 2(s − b)
2bc   

   sin2 
A
2  = 

(s − b) (s − c)
bc    

   sin 
A
2  = ± 

(s − b) (s − c)
bc    

 
A
2  JÚ ÏßeúLôQm GuTRôp sin 

A
2  GlúTôÕm JÚ ªûL Gi, 

  BLúY sin 
A
2  = 

(s − b) (s − c)
bc   

 CúR úTôuß ûNàPu ùRôPo×ûPV ãj§WeLs (2) Utßm 

(3)I ¨ì©dLXôm, 

Ø¥Ü (4):  cos 
A
2  = 

s(s − a)
bc   

¨ìTQm :  cos2A = 2cos2A − 1 GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm, 

   2cos2A = 1 + cos2A 

 A GuTûR 
A
2  G] Uôt± GÝR 2 cos2 A

2  = 1 + cosA 

    = 1 + 
b2 + c2 − a2

2bc   =  
2bc + b2 + c2 − a2

2bc   

    = 
(b + c)2 − a2

2bc   = 
(b + c + a) (b + c − a)

2bc   

    = 
(b + c + a) (b + c + a − 2a)

2bc   = 
2s(2s − 2a)

2bc   
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   2 cos2 A
2  = 

2s × 2(s − a)
2bc     

   cos2 A
2  = 

s(s − a)
bc   

   cos A
2  = 

s(s − a)
bc   

 CúR úTôuß ùLôûNàPu ùRôPo×ûPV ãj§WeLs (5) 
Utßm (6)I ¨ì©dLXôm, 

Ø¥Ü (7):  tan 
A
2  = 

(s − b) (s − c)
s(s − a)

  

¨ìTQm : tan 
A
2  = 

sin 
A
2

cos 
A
2

  = 

(s − b) (s − c)
bc

s(s − a)
bc

  

    = 
(s − b) (s − c)

s(s − a)
  

 CúR úTôuß tan EPu ùRôPo×ûPV ãj§WeLs (8) Utßm(9)I 

¨ì©dLXôm, 

VI.TWl×fãj§WeLs(∆GuTÕ ØdúLôQj§u TWlûTd Ï±d¡\Õ) : 

 ØdúLôQm ABCp 

 (1) ∆ = 
1
2 ab sinC (2) ∆ = 

1
2 bc sinA (3) ∆ = 

1
2 ca sinB 

 (4) ∆ = 
abc
4R     (5) ∆ = 2R2 sinA sinB sinC  (6) ∆ = s(s − a) (s − b) (s − c)  

 GuTûYLs YZdLUô] Ï±ÂÓL°p EiûU BÏm, CûYLs 

TWl×f ãj§WeLs G]lTÓm, 

Ø¥Ü (1):  ∆ = 
1
2  ab sinC 

¨ìTQm : 
 BCdÏ ùNeÏjRôL AD YûWL 

 ∆ = ØdúLôQm ABCu TWl× 

 = 
1
2  × BC × AD = 

1
2  × BC × AC × sinC 

 = 
1
2  ab sinC   [‡ sinC = 

AD
AC    ⇒  AD = AC × sinC] 

 
TPm 6.25 

 CúRúTôuß Ø¥ÜLs (2) Utßm (3)I ¨ì©dLXôm, 
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Ø¥Ü (4):  ∆ = 
abc
4R   

¨ìTQm : 

   ∆ = 
1
2  ab sinC  GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm 

    =  
1
2  ab 

c
2R                               ‡  

c
sinC  = 2R 

    = 
abc
4R   

Ø¥Ü (5): ∆ = 2R2 sinA sinB sinC 

¨ìTQm : ∆ = 
1
2  ab sinC GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm 

    = 
1
2  2R sinA 2R sinB sinC (‡ a = 2R sinA 

    = 2R2 sinA sinB sinC     b = 2R sinB) 

Ø¥Ü (6) : ∆ = s(s − a) (s − b) (s − c)  G] ¨ßÜL 

¨ìTQm : ∆ = 
1
2  ab sinC GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm 

    = 
1
2  ab 2sin 

C
2  cos 

C
2             

    = ab 
(s − a) (s − b)

ab    
s(s − c)

ab   

    = s(s − a) (s − b) (s − c)  
G,Lô, 6.49: ABCp a sinA − b sinB = c sin(A − B)  G] ¨ßÜL, 

¾oÜ :  ûNu ãj§Wj§uT¥ 

   
a

sinA  = 
b

sinB   =   
c

sinC  = 2R 

 ∴ a = 2R sinA,   b = 2R sinB,   c = 2R sin C 

   a sinA − b sinB = 2RsinA sinA − 2R sinB sinB 

    = 2R (sin2A − sin2B) 

    = 2R sin(A + B) sin(A − B) 

    = 2R sin(180 − C) sin (A − B) 

    = 2R sinC sin(A − B) 

    = c sin (A − B) 
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G,Lô, 6.50: 
sin(A − B)
sin(A +B)   = 

a2 − b2

c2   G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 ûNu ãj§Wj§uT¥ 
a

sinA  = 
b

sinB   =   
c

sinC  = 2R 

   
a2 − b2

c2   = 
(2R sinA)2 − (2R sinB)2

(2R sinC)2   

    = 
4R2 sin2A − 4R2 sin2B

4R2 sin2C
  = 

sin2A − sin2B

sin2C
  

    = 
sin(A + B) sin(A − B)

sin2C
  [sinC = sin(A+ B)] 

    = 
sin(A + B) sin(A − B)

sin2 (A +B)
  = 

sin(A − B)
sin(A + B)  

G,Lô, 6.51: ∑ a sin (B − C) = 0 G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 

 ∑ a sin (B−C)  = a sin(B − C) + b sin(C − A) + c sin (A − B) 

  = 2R sinA sin(B−C) + 2R sinB sin(C − A) + 2R sinC sin(A − B) 

 sinA = sin(B + C), sinB = sin(C + A) ; sinC = sin(A + B) 

  = 2R sin(B + C) sin(B − C) + 2R sin(C + A) sin(C − A) 

   + 2R sin(A +B) sin(A − B) 

  = 2R [sin2B − sin2C + sin2C − sin2A + sin2A − sin2B] 

  = 0 

G,Lô, 6.52:  cos 
B − C

2   = 
b + c

a    sin 
A
2  G] ¨ßÜL, 

¾oÜ :  
b + c

a   sin 
A
2  = 

2R sinB + 2R sinC
2R sinA   sin 

A
2   

    = 
sinB + sinC

sinA   sin 
A
2  

    = 
2 sin 

B + C
2   cos 

B − C
2

2 sin 
A
2  cos 

A
2

  sin 
A
2   
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    = 
sin 

B + C
2  cos 

B − C
2

cos 
A
2

  

    = 
sin 



180 − A

2  cos 
B − C

2

cos 
A
2

  

    = 
sin 



90 − 

A
2  cos 

B − C
2

cos 
A
2

      

    = cos 
B − C

2   ‡ sin 



90 − 

A
2   = cos 

A
2  

G,Lô, 6.53: ABCp  

              
a2 sin (B − C)

sinA   + 
b2 sin(C − A)

sinB   + 
c2 sin(A − B)

sinC   = 0 G] ¨ßÜL, 

¾oÜ : 
a2 sin (B − C)

sinA   = 
(2R sinA)2 sin(B − C)

sinA   = 
4R2 sin2A sin (B − C)

sinA   

    = 4R2 sinA sin(B − C) = 4R2 sin(B + C) sin(B − C) 

    = 4R2 (sin2B − sin2C) = 4R2 sin2B − 4R2 sin2C 

    = b2 − c2 

 CúRúTôuß 
b2 sin(C − A)

sinB   = c2 − a2 

   c2 sin(A − B)
sinC   = a2 − b2

 G]d LôhPXôm, 

 ∴ 
a2 sin (B − C)

sinA   + 
b2 sin(C − A)

sinB   + 
c2 sin(A − B)

sinC   

    =  b2 − c2 + c2 − a2 + a2 − b2 
    = 0 

T«t£ 6.8 
ØdúLôQm ABCp ¸rdLôiTûYLû[ ¨ßÜL, 

 (1) a2 = (b + c) 2 sin2 
A
2   + (b − c) 2  cos2 

A
2  
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 (2) ∑ a(b2 + c2) cosA = 3abc 

 (3) ∑ a(sinB − sinC) = 0 

 (4) ∑ (b + c) cosA = a + b + c 

 (5) a3 sin(B − C) + b3 sin(C − A) + c3 sin(A − B) = 0 

 (6) a(b cosC − c cosB) = b2 − c2 

 (7) 
cosA

a   + 
cos B

b   + 
cos C

c   = 
a2 + b2 + c2

2abc   

 (8) 
tanA
tanB   =  

c2 + a2 − b2

b2 + c2 − a2  

 (9) a cosA = b cosB G²p ∆ABC JÚ CÚNUTdL ØdúLôQm 

ApXÕ ùNeúLôQ ØdúLôQm G] ¨ßÜL, 

6.6 ØdúLôQeL°u ¾oÜLs (Solution of triangles) : 
 JÚ ØdúLôQj§tÏ êuß TdLeLÞm êuß úLôQeLÞm 

EiÓ GuTÕ SUdÏj ùR¬Ùm, CqYô\ôL JÚ ØdúLôQm Bß 

TôLeLû[d ùLôiPÕ, ØdúLôQm ABCûV GÓjÕd ùLôsúYôm, 

YZdLUô] Ï±ÂÓL°p a, b, c GuTûY ØdúLôQj§u 

TdLeLû[Ùm. A, B, C GuTûYLs ØdúLôQj§u úLôQeLû[Ùm 

Ï±d¡u\], 

 JÚ ØdúLôQj§u ùR¬VôR TôLeLû[d 

LiÓ©¥dÏm ùNnØû\ûV ØdúLôQeL°u 

¾oÜLs LôQp Gu¡ú\ôm, JÚ ØdúLôQj§u 

êuß TôLeLs ùLôÓdLlTh¥ÚkRôp Ut\ 

TôLeLû[ SmUôp LiÓ©¥dL Ø¥Ùm, 

(RWlThP êuß TôLeL°p Ju\ôYÕ JÚ 

TdLUôL CÚdL úYiÓm)  
 

TPm 6.26 

CeÏ ¸rdLiP êuß YûLVô] ¾oÜ LôQûXl Tt± BWônúYôm, 

 1) êuß TdLeLs (SSS)  

 2) JÚ TdLm CWiÓ úLôQeLs (SAA)  

  3) HúRàm CWiÓ TdLm. AYt±tÏ CûPlThP úLôQm 

(SAS)  
YûL I: JÚ ØdúLôQj§u êuß TdLeLs ùLôÓdLlThÓs[] 

(SSS)  Ut\ TôLeLû[d LôQp : 
 CkR YûL LQdÏLû[ ¸rdLiP HúRàm JÚ ãj§WjûRl 

TVuTÓj§ ¾odLXôm, 
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 (a) ùLôûNu ãj§Wm (b) ûNu ãj§Wm (c) AûWdúLôQ ãj§Wm 

 JÚ ØdúLôQj§u RWlThP TôLeL°u A[ÜLs £±V 

GiL[ôL CÚkRôp ùLôûNu ãj§WjûRÙm. A[ÜLs ùT¬VRôL 

CÚkRôp AûWd úLôQ ãj§WjûRÙm TVuTÓj§j ¾olTÕ SpXÕ, 

G,Lô, 6.54: a = 8, b = 9¸c = 10 GuTÕ ØdúLôQm ABCu TdL A[ÜLs 

G²p ØdúLôQj§u úLôQeLû[d LôiL, 

¾oÜ : AGu\ úLôQjûRd LôQ ùLôûNu ãj§WjûRl 

TVuTÓjÕúYôm, 

   a2 = b2 + c2 − 2bc cosA 

   cosA = 
b2 + c2 − a2

2bc   = 
81 + 100 − 64

180   = 
117
180  

   A = 49° 28′ 
 CúRúTôuß 

   cosB = 
c2 + a2 − b2

2ca   = 
100 + 64 − 81

160   = 
83
160  

   B = 58° 51′ 
 B]ôp  A + B + C = 180° 

   ∴ C = 180° − (49° 28′ + 58° 51′) 
    = 71° 41′ 
 BLúY A = 49° 28′, B = 58° 51′, C  =  71° 41′ 
Ï±l× : úUtLiP LQd¡p ØdúLôQj§u TdLeL°u A[ÜLs 

£±V]RôL CÚkRRôp ùLôûNu ãj§Wm TVuTÓjRlThPÕ, 

G,Lô, 6.55:  a = 31, b = 42, c = 57 G²p ØdúLôQj§u GpXô 

úLôQeLû[Ùm LôiL, 

¾oÜ : 
 ØdúLôQj§u TdLj§u A[ÜLs ùT¬VRôL CÚlTRôp 

AûWdúLôQ ãj§WjûRl TVuTÓjÕL, 

   s = 
a + b + c

2  = 65 

   tan 
A
2  = 

(s − b) (s − c)
s(s − a)

  = 



23 × 8

65 × 34

1
2    

  ⇒ log  



tan 

A
2   = 

1
2  [log23 + log8 − log65 − log34] 
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    = 
1
2  [1.3617 + 0. 9031 − 1.8129 − 1.5315] 

    = 
1
2  [− 1.0796]  =  

1
2  [−2 + 0.9204] 

    = 
1
2    2


 + 0.9204   = 1


.4602  

  ⇒ 
A
2  = 16° 6′ ⇒ A = 32° 12′ 

   tan 
B
2  = 

(s − c) (s − a)
s(s − b)

   = 



8 × 34

65 × 23

1
2  

  ⇒ log 



tan 

B
2   = 

1
2  [log8 + log34 − log65 − log23] 

    = 
1
2  [− 0.7400]  =  

1
2  [−2 + 1.2600] 

    = 
1
2    2


 + 1.2600   = 1


.6300  

  ⇒ 
B
2  = 23° 6′ ⇒ B = 46° 12′ 

   C = 180 − (A + B) = 101° 36′ 
  G]úY A = 32° 12′     B = 46° 12′     C = 101° 36′ 
YûL II: JÚ TdLØm HúRàm CWiÓ úLôQeLÞm RWlThPôp 

(SAA) ØdúLôQj§u Ut\ TôLeLû[d LôQp : 
 CkR YûL ØdúLôQjûRj ¾odL ûNu ãj§WjûRl TVuTÓjR 

úYiÓm, 

G,Lô, 6.56:  ØdúLôQm ABCp, A = 35° 17′, C = 45° 13′, b = 42.1 G²p 

ØdúLôQjûRj ¾odL, 
¾oÜ : 
 LôQúYi¥V TôLeLs B, a, c 

 B = 180 − (A + C) = 180 − (35° 17′ + 45° 13′) 
    = 99° 30′ 
 TdLeLû[d LôQ ûNu ãj§WjûRl 

TVuTÓjR  
Fig. 5.27 

   
a

sinA  = 
b

sinB   =   
c

sinC  
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  ⇒ a = 
b sinA
sinB   = 

42.1 × sin35° 17′
sin99° 30′   

   log a = log 42.1 + log sin35° 17′ − log sin99° 30′ 

    = 1.6243 + 1


.7616  − 1


.9940  

    = 1.3859 − 1


.9940  

    = 1.3859 − [− 1 + 0.9940] = 1.3919 

  ⇒ a = 24.65 

  Again c = 
b sinC
sinB   = 

42.1 × sin45° 13′
sin99′ 30′   

   log c = log 42.1 + log sin45° 13′ − log sin99° 30′ 

    = 1.6243 + 1


.8511  − 1


.9940  

    = 1.4754 − 1


.9940  

    = 1.4754 − [− 1 + 0.9940] = 1.4814 

  ⇒ c = 30.3 

 BLúY B = 99° 30′,    a = 24.65,    c = 30.3 

YûL III: JÚ ØdúLôQj§u CWiÓ TdLeLÞm AYt±tÏ 

CûPlThP úLôQØm  (SAS)  ùLôÓdLlThPôp. Ut\ TôLeLû[d 

LôQp : 
 CWiÓ TdLØm AYt±tÏ CûPlThP úLôQØm 

ùLôÓdLlThPôp ùLôûNu ãj§WjûRl TVuTÓj§ êu\ôYÕ 

TdLjûRd LiÓ©¥jÕ®PXôm, ©u× ûNu ãj§WjûRl 

TVuTÓj§ Ut\ CWiÓ úLôQeLûÙm LiÓ©¥dLXôm, 

G,Lô, 6.57: ØdúLôQm  ABCp   a = 5, b = 4, C = 68°. 

¾oÜ : 

    cId LôQ, c2= a2+b2−2ab cosC Gu\ ãj§WjûRl TVuTÓjÕúYôm, 

   c2 = 25 + 16 − 2 × 5 × 4 cos 68° 

    = 41 − 40 × 0.3746 = 26.016 
   c = 5.1 
 Ut\ CWiÓ úLôQeLû[d LôQ ûNu ãj§WjûRl TVuTÓjR 

  ⇒ sinB = 
b sinC

 c   = 
4 × sin68°

5.1   
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   log sinB = log 4 + log sin68°  − log 5.1 

    = 0.6021 + 1


.9672  − .7075 

    = 0.5693 − 0.7075  =  − 0.1382 

    = 1


.8618  

   B = 46° 40′ 

  ⇒ A = 180 − (B + C) = 180 − (114° 40′) 

    = 65° 20′ 

 BLúY B = 46° 40′,  A = 65° 20′,  c = 5.1 

Ï±l× : A, B Gu\ úLôQeLû[d LôQ úSl©Vo ãj§Wm 

   tan 
A − B

2   = 
a − b
a + b  cot 

C
2  Id áP TVuTÓjRXôm, 

6.7 úSoUôß §¬úLôQª§ Nôo×Ls : 
     (Inverse Trigonometrical functions) 

 sin−1x, cos−1x, tan−1x, … GuT]ûYLû[ úSoUôß YhPfNôo×Ls 

ApXÕ úSoUôß §¬úLôQª§f Nôo×Ls Gu¡ú\ôm, sin−1x GuTÕ 

JÚ úLôQm θ BÏm, ARu ûN²u U§l× x BÏm. CúRúTôuß 

cos−1x GuTR JÚ úLôQm θBÏm, ARu ùLôûNu U§l× x BÏm, JÚ 

úSoUôß YhPf Nôo©u ØRuûU U§l× (Principal value) GuTÕ 

ùTôÕ U§l×L°p GiQ[®p £±VÕ, CÕ ªûL ApXÕ Ïû\ 

GiQôL CÚdLXôm, JÚ úSoUôß YhPf Nôo×dÏ Juß ªûL. 

Utù\ôuß Ïû\U§lTôL CÚkÕ GiQ[®p NUùU²p. ªûL 

GiRôu ØRuûU U§l× BL GÓjÕdùLôs[lTÓm, 

 GÓjÕdLôhPôL cos−1 



1

2  u ØRuûU U§l×  
π
3  BÏm,   

cos 



− 

π
3   = 

1
2  BL CÚkRôÛm. ØRuûU U§l× − 

π
3  BLôÕ, 

Ï±l× :  

 sin−1x  GuTÕ (sinx) −1
 GuTRtÏ Uô\ô]Õ, sin−1x GuTÕ 

úSoUôß YhPf Nôo×, (sinx) −1 GuTÕ 
1

sinx BÏm, 
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úSoUôß §¬úLôQª§ Nôo×L°u NôoTLm (Domain), ÅfÑ 

(Range) B¡VYt±u Th¥Vp ¸úZ ùLôÓdLlThÓs[Õ, 

 Nôo× NôoTLm ÅfÑ (ØRuûU U§l×) 

1. y = sin−1x − 1 ≤ x ≤ 1 
− 

π
2  ≤ y ≤  

π
2  

2. y = cos−1x − 1 ≤ x ≤ 1 0 ≤ y ≤ π 

3. y = tan−1x R 
− 

π
2  < y < 

π
2  

4. y = cosec−1x x ≥ 1  or  x ≤ − 1 
− 

π
2  ≤ y ≤ 

π
2  ,  y ≠ 0 

5. y = sec−1 x x ≥ 1 or x ≤ − 1 
0 < y ≤ π ;  y ≠ 

π
2  

6. y = cot−1 x R 0 < y < π 

AhPYûQ 6.6 

G,Lô, 6.58: ¸rdLôiTûYL°u ØRuûU U§l× LôiL : 

 (i) Sin−1 



1

2     (ii) sec−1 




2

3
      (iii) tan−1 





− 

1
3

     (iv) sin−1 (− 1) 

 (v)  cos−1 



− 

1
2   (vi) cosec−1 (− 2) 

¾oÜ : 

(i)   sin−1 



1

2   = y GuL,  CeÏ 
− π
2   ≤ y ≤  

π
2  .  

 G]úY sin−1 



1

2   = y ⇒ sin y = 
1
2  = sin 

π
6  ⇒ y = 

π
6  

 ∴ sin−1 



1

2  u ØRuûU U§l× 
π
6  

(ii)   sec−1 




2

3
  = y GuL, CeÏ 0 < y < 

π
2 ,   

   sec−1 




2

3
  = y ⇒ sec y = 

2
3

   =  sec 
π
6  ⇒ y = 

π
6  

 ∴ sec−1 




2

3
 u ØRuûU U§l×  

π
6  
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(iii)   tan−1 




− 

1
3

  = y GuL,  CeÏ − 
π
2  < y < 

π
2  

    tan−1 




− 

1
3

  = y ⇒ tany = − 
1
3

  = tan 



− 

π
6    ⇒  y = 

− π
6  

 ∴ tan−1 




− 

1
3

 u ØRuûU U§l×  
− π
6  

(iv)   sin−1 (− 1) = y GuL,  CeÏ 
− π
2   ≤ x ≤  

π
2  

    sin−1 (− 1) = y ⇒ siny = − 1 

   − 1 = sin 



− 

π
2    ⇒  y = − 

π
2  

 ∴ sin−1 (− 1) u ØRuûU U§l× − 
π
2  

(v)   cos−1 



− 

1
2   = y GuL,  CeÏ 0 ≤ y ≤ π, then  

   cos−1




− 

1
2   = y ⇒ cosy = − 

1
2   

   cos y = − cos 
π
3   ⇒  cos y = cos 



π − 

π
3   ⇒ y = 



 

2π
3   

 ∴ cos−1 



− 

1
2  u   ØRuûU U§l×  

2π
3   

(vi)   cosec−1 (− 2) = y GuL,    CeÏ − 
π
2  ≤ y < 0 

   cosec−1 (− 2) = y ⇒ cosec y = − 2 = cosec 



− π

6   ⇒ y = 
− π
6   

 ∴ cosec−1 (−2) u  ØRuûU U§l× 
− π
6   

G,Lô, 6.59: 

 (i) cot−1 



1

7   = θ G²p cosθu U§l× LôiL, 

 (ii)  sin−1 



1

2   = tan−1x G²p xu U§l× LôiL, 

¾oÜ : 

 (i)  cot−1 



1

7   = θ ⇒ cotθ = 
1
7  ∴  tanθ = 7 
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    ⇒ sec θ = 1 + tan2θ   =  1 + 49  
     sec θ = 5 2  

    ⇒ cosθ = 
1

5 2
  

 (ii) tan−1x = sin−1 



1

2    =  
π
6    ∴ tan−1x = 

π
6    

    ⇒ x = tan 
π
6  = 

1
3

    ⇒  x = 
1
3

  

úSoUôß §¬úLôQª§f Nôo×L°u Ti×Ls  : 
(Properties of inverse Trigonometric functions) 
Ti× (1) : 

 (i) sin−1(sinx) = x (ii) cos−1 (cosx) = x (iii) tan−1 (tanx) = x 

 (iv) cot−1 (cotx) = x (v) sec−1 (sec x) = x (vi) cosec−1 (cosec x) = x 
¨ìTQm : 

 (i) sinx = y GuL,  G]úY x = sin−1(y) … (1) 

  ∴ x = sin−1 (sinx) by (1) 
 CúRúTôX Ut\ Ø¥ÜLû[Ùm ¨ì©dLXôm, 
Ti× (2): 

   (i) sin−1 



1

x   = cosec−1x  (ii) cos−1 



1

x   = sec−1x 

  (iii) tan−1 



1

x   = cot−1x (iv) cosec−1 



1

x   = sin−1x 

   (v) sec−1 



1

x   = cos−1x (vi) cot−1 



1

x   = tan−1x 

¨ìTQm : 

 (i)  sin−1 



1

x   = θ ⇒ sinθ = 
1
x   GuL 

    ⇒ cosecθ = x 

    ⇒ θ = cosec−1(x) 

    ⇒ sin−1 



1

x   = cosec−1x 

 CúRúTôuß Ut\ Ø¥ÜLû[Ùm ¨ßYXôm, 
Ti× (3): 

 (i) sin−1 (− x) = − sin−1x    (ii) cos−1 (− x) = π − cos−1x 
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 (iii) tan−1 (− x)  =  − tan−1x (iv) cosec−1 (− x) = − cosec−1x 

 (v) sec−1 (− x) = π − sec−1x (vi) cot−1 (− x) = − cot−1x 
¨ìTQm : 

 (i) sin−1 (− x) = θ  GuL,    ∴ − x = sinθ    
    ⇒  x = − sinθ 
     x = sin(− θ) 

    ⇒ − θ = sin−1 x 

    ⇒ θ = − sin−1x 

    ⇒ sin−1(− x) = − sin−1x 

 (ii)     cos−1 (− x) = θ GuL,  ⇒ − x = cosθ 
    ⇒ x = − cosθ = cos (π − θ) 

    ⇒ π − θ = cos−1x 

    ⇒ θ = π − cos−1x 

    ⇒ cos−1(− x) = π − cos−1x 
 CúR úTôuß Ut\ Ø¥ÜLû[Ùm ¨ì©dLXôm, 
Ti× (4): 

 (i) sin−1x + cos−1x = 
π
2  (ii) tan−1x + cot−1x = 

π
2   (iii) sec−1x + cosec−1x = 

π
2  

¾oÜ : 

 (i)  sin−1x = θ GuL ⇒ x = sinθ = cos 



π

2 − θ   

    ⇒ cos−1x = 
π
2  − θ 

    ⇒ cos−1x = 
π
2  − sin−1x 

    ⇒ sin−1x + cos−1x = 
π
2  

 CúR úTôuß (ii) Utßm (iii)I ¨ì©dLXôm, 

Ti× (5): 

 xy < 1, G²p tan−1x + tan−1y = tan−1 



x + y

1 − xy
  

¾oÜ :  tan−1x = θ1, tan−1y = θ2  GuL, 

     G]úY then  tanθ1 = x and tanθ2 = y 
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   ⇒ tan (θ1 + θ2) = 
tanθ1 + tanθ2

1 − tanθ1 . tanθ2
 = 

x + y
1 − xy

 

   ⇒  θ1 + θ2 = tan−1 



x + y

1 − xy
  

   ⇒  tan−1x + tan−1y = tan−1  



x + y

1 − xy
  

Ï±l× : CúRúTôuß tan−1x − tan−1y = tan−1




x − y

1 + xy  G]d LôhPXôm 

Ti× (6):  sin−1x + sin−1y = sin−1 [ ]x 1 − y2 + y 1 − x2   
¾oÜ : 

  θ1 = sin−1x  Utßm θ2 = sin−1y  G]Üm ùLôsL  

 G]úY sinθ1 = x  Utßm sinθ2 = y 

   ⇒  sin(θ1 + θ2) = sinθ1  cosθ2 + cosθ1  sinθ2 

    = ( )sinθ1 1 − sin2θ2 + 1 − sin2θ1 sinθ2  

    = [ ]x 1 − y2 + y 1 − x2   

   ⇒  θ1 + θ2 = sin−1 [ ]x 1 − y2 + y 1 − x2   

   ⇒  sin−1x + sin−1y = sin−1 [ ]x 1 − y2 + y 1 − x2   
G,Lô, 6.60: 

  ¨ßÜL (i) tan−1 



1

7 +tan−1 



1

13  = tan−1 
2
9   (ii)cos−1 

4
5 + tan−1 

3
5 = tan−1 

27
11  

¾oÜ : 

 (i) tan−1 



1

7   + tan−1 



1

13   = tan−1  







1

7 + 
1
13

1 − 
1
7 . 

1
13

  = tan−1 



20

90   = tan−1 



2

9   

  (ii)   cos−1 
4
5  = θ    cosθ = 

4
5   GuL, ∴  tanθ = 

3
4  ⇒ θ = tan−1 

3
4  

  cos−1 
4
5  = tan−1 

3
4    

   ∴ cos−1 
4
5  + tan−1 

3
5  = tan−1 

3
4  + tan−1 

3
5  = tan−1 







3

4  +  
3
5

1 − 



3

4   



3

5

  = tan−1 
27
11  
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G,Lô, 6.61:  tan−1x + tan−1y + tan−1z = tan−1 



x + y + z − xyz

1 − yz − zx − xy
  G] ¨ßÜL 

¾oÜ : 

 tan−1x + tan−1y + tan−1z = tan−1 



x + y

1 − xy
  + tan−1z 

  = tan−1 

x + y
1 − xy

 + z

1− 
(x + y)z
1 − xy

  = tan−1 







x + y + z − xyz

1 − xy
1 − xy − xz − yz

1 − xy

 

  = tan−1 



x + y + z − xyz

1 − xy − yz − zx
  

G,Lô, 6.62: ¾o tan−12x + tan−13x = 
π
4  

 tan−12x + tan−13x = 
π
4  ⇒ tan−1 





2x + 3x

1 − 6x2   = tan−1 (1) 

 ∴  
5x

1 − 6x2  = 1  ⇒ 1 − 6x2 = 5x  ∴ 6x2 + 5x − 1 = 0 

 A,Õ,     (x + 1) (6x − 1) = 0  ⇒  x = − 1 or 
1
6  

 x-u Ïû\U§lûT GÓjÕd ùLôiPôp YXl×\m Ïû\ 

GiQôÏm, G]úY xu Ïû\U§l× JÕdLlTÓ¡\Õ,  ∴ x = 
1
6  

G,Lô, 6.63: 
 U§lûTd LôiL :  

 (i) sin



cos−1 



3

5     (ii) cos 



tan−1 

3
4     (iii)  sin 



1

2 cos−1 
4
5   

¾oÜ : 

 (i) cos−1 
3
5  = θ GuL,  G]úY  cos θ = 

3
5  

   ∴ sin 



cos−13

5   = sinθ = 1 − cos2θ   = 1 − 
9
25   =  

4
5  

 (ii) tan−1 



3

4   = θ GuL, G]úY tanθ = 
3
4  

  ∴ cos 



tan−1 

3
4   = cosθ = 

1
sec θ  = 

1

1 + tan2θ
  = 

4
5  
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 (iii) cos−1 
4
5  = θ  GuL, G]úY  cos θ = 

4
5  

  sin 



1

2 cos−1 
4
5   = sin 

θ
2   = 

1 − cosθ
2   = 

1
10

 

G,Lô, 6.64: U§lûTd LôiL :  cos 



sin−1 

3
5 + sin−1 

5
13  

¾oÜ : sin−1 
3
5  = A  GuL   ∴ sinA = 

3
5   ⇒ cosA = 

4
5  

  sin−1 
5
13  = B  GuL  ∴ sinB = 

5
13   ⇒ cosB = 

12
13  

  ∴  cos 



sin−1 

3
5 + sin−1 

5
13  = cos (A + B) = cosA cosB − sinA sinB 

   = 



4

5 . 
12
13 − 

3
5 . 

5
13   = 

33
65  

T«t£ 6.9 
 (1) ¸rdLôiTûYL°u ØRuûU U§l× LôiL, 

  (i) sin−1  
3

2   (ii) cos−1




1

2   (iii) cosec−1 (− 1) 

  (iv) sec−1 ( )− 2   (v) tan−1 ( )3   (vi) cos−1 




− 

1
2

  

 (2) ¨ßÜL : 

  (i) 2tan−1 



1

3  = tan−1 
3
4    (ii) 2tan−1x = sin−1 

2x

1 + x2    

  (iii) tan−1 



4

3   − tan−1 



1

7   = 
π
4  

 (3)  U§lûTd LôiL : 

  (i) cos



sin−1 

5
13   (ii)cos 



sin−1 



− 

3
5    

  (iii) tan 



cos−1 

8
17    (iv) sin 



cos−1 

1
2   

 (4) ¨ßÜL : 

  (i) tan−1 



1 − cosx

1 + cosx   = 
x
2  (ii) cos−1 (2x2 − 1) = 2cos−1x 
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  (iii) tan−1 






3x − x3

1− 3x2   = 3tan−1x (iv) sin−1 ( )2x 1 − x2   = 2sin−1x 

 (5) 2tan−1 
2
3  = tan−1  



12

5   G] ¨ßÜL, 

 (6) tan−1 



m

n   − tan−1 



m − n

m + n   = 
π
4  G] ¨ßÜL 

 (7) ¾o : tan−1 



x − 1

x − 2
  + tan−1 



x + 1

x + 2   = 
π
4  

 (8) ¾o tan−1 




2x

1 − x2  + cot−1 



1 − x2

2x   = 
π
3 , CeÏ x > 0 

 (9) ¾o : tan−1 (x + 1) + tan−1 (x − 1) = tan−1 
4
7  

 (10) ¸rdLôiTûYLû[ ¨ßÜL : 

  (i) cos−1x + cos−1y = cos−1  [ ]xy − 1 − x2  1 − y2   

  (ii) sin−1x − sin−1y = sin−1 [ ]x 1 − y2 − y 1 − x2   

  (iii) cos−1x − cos−1y = cos−1 [ ]xy + 1 − x2 . 1 − y2   
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Ï±dúLôs ®]ôdLs 

Ht×ûPV ®ûP«û] GÓjùRÝÕL, 

 (1) B = [1  2  5  7] Gu\ A¦«u Y¬ûN 

  (1) 1 × 4  (2) 4  × 1 (3) 2 × 1 (4) 1 × 1 

 (2) 2 × 3 Y¬ûNÙûPV JÚ A¦«p Es[ Eßl×L°u Gi¦dûL 

  (1) 5 (2) 2 (3) 3 (4) 6 

 (3) A = 



2   1   4

− 3   2   1
 , X + A = 0 G²p X GuTÕ 

  (1) 



2   1   4

− 3   2   1
    (2) 



− 2   − 1   − 4

3   − 2   − 1
  

   (3) 



− 2   − 1   − 4

3    2    1
         (4) 



2    1    4

3   − 2   − 1
  

 (4) [7  5  3] 






7
  3
  2

 -u ùTÚdLp  

  (1) [70] (2) [49] (3) [15] (4) 70 

 (5) 









2    0    0

0   3    0

0    0   3

  Gu\ A¦Vô]Õ 

  (1) §ûN«− A¦  (2) êûX®hP A¦   
  (3) AXÏ A¦  (4) êûX®hP Utßm §ûN«− A¦ 

 (6) [2   x   − 1] 






0
x
3

  = [13] G²p x-u U§l× 

  (1) 5 (2) 2 (3) ± 3 (4) ± 4 

 (7) A, B Gu\ A¦L°u Y¬ûNLs Øû\úV 2 × 3, 3 × 2 G²p BA-

«u Y¬ûN 

  (1) 3 × 3 (2) 2 × 3 (3) 2 × 2 (4) 3 × 2 

 (8) [3   − 1   2]B = [5   6] G²p. B-u Y¬ûN 

  (1) 3 × 1 (2) 1 × 3 (3) 3 × 2 (4) 1 × 1 
 (9) ¸rdLôÔm átßL°p EiûUVô] átßLs 
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  (i) JqùYôÚ AXÏ A¦Ùm §ûN«− A¦VôÏm, B]ôp 

§ûN«− A¦Vô]Õ AXÏ A¦VôL CÚdL úYi¥V 

AY£VªpûX, 
  (ii) JqùYôÚ §ûN«− A¦Ùm JÚ êûX®hP A¦VôÏm, 

B]ôp êûX®hP A¦ §ûN«− A¦VôL CÚdL 

úYi¥V AY£VªpûX, 
  (iii) JqùYôÚ êûX®hP A¦Ùm JÚ NÕW A¦VôÏm, 

B]ôp NÕW A¦ JÚ êûX®hP A¦VôL CÚdL 

úYi¥V AY£VªpûX, 

  (1) (i), (ii), (iii)    (2) (i), (ii) (3) (ii), (iii) (4) (iii), (i) 

 (10) 






8   5   7
0   6   4
0   0   2

 Gu\ A¦ 

  (1) úUp ØdúLôQ A¦ (2) ¸r ØdúLôQ A¦  
  (3) NÕW A¦  (4) éf£V A¦ 

 (11) 



2   − 3

6    0
 -p 2-u £t\¦d úLôûY«u U§l× 

  (1)  0 (2) 1 (3) 2 (4) − 3 

 (12) 








2   − 3    5

6    0    4

1    5    − 7
 -p − 7-u CûQdLôW¦«u U§l× 

  (1) − 18 (2) 18 (3) − 7 (4) 7 

 (13) A = 







a1   b1   c1

a2   b2   c2

a3   b3   c3

 , | A | = 2  G²p | 3 A |-u U§l× 

  (1) 54 (2) 6 (3) 27  (4) − 54 
 (14) JÚ êuß Y¬ûN A¦dúLôûY«p a23 Gu\ Eßl©u 

£t\¦d úLôûYÙm. CûQdLôW¦Ùm NUm G²p ARu 

£t\¦d úLôûY«u U§l× 

  (1) 1 (2) ∆ (3) − ∆ (4) 0 

 (15) 



2x   3

2    3
  = 0-u ¾oÜ 

  (1) x = 1 (2) x = 2 (3) x = 3 (4) x = 0 
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 (16) 








1    1    1

2x   2y   2z

3x   3y   3z
 -u U§l× 

  (1) 1 (2) xyz (3) x + y + z (4) 0 

 (17) ∆ = 








1    2    3

3    1    2
2    3    1

  G²p 









3    1    2

1    2    3
2    3    1

 = 

  (1) ∆ (2) − ∆ (3) 3∆ (4) − 3∆ 

 (18) 








1    2    3

7    6    5
1    2    3

 -u U§l× 

  (1) 0 (2) 5 (3) 10 (4) − 10 
 (19) A GuTÕ 3 Y¬ûNÙûPV NÕW A¦ G²p | kA | GuTÕ 

  (1) k| A | (2) − k | A | (3) k3 | A |                 (4) − k3 | A | 

 (20) ∆ = 








1     4     3

− 1    1     5

3     2    − 1
 , ∆1 = 









2     8     6

− 2    2     10

6     4    − 2
  G²p 

  (1) ∆1 = 2∆ (2) ∆1 = 4∆ (3) ∆1 = 8∆                (4) ∆ = 8∆1 

 (21) ∆1 = 








7    6    1

5    3    8
8    2    4

 , ∆2 = 








7     6     1

8     2     4
10    6    16

  G²p 

  (1) ∆1 = − 2∆2        (2) ∆2 = − 2∆1 (3) ∆1 = 2∆2 (4) ∆1 = − 2∆2 

 (22) ∆ Gu\ A¦dúLôûY«p x = − a Gu\ ©W§«PÛdÏ CÚ 

¨ûWLs NoY NUm G²p. ∆-u JÚ LôW¦ 

  (1) x + a (2) x − a (3) (x + a)2 (4) (x − a)2 

 (23) 








x     − 6     − 1

2     − 3x    x − 3

− 3     2x     x + 2
-u JÚ LôW¦ 

  (1) x + 2 (2) x − 3 (3) 2x − 1 (4) x + 3 

 (24) ∆ Gu\ 3 Y¬ûN A¦dúLôûY«p x = a Gu\ ©W§«PÛdÏ 3 

¨WpLÞm NoYNUm G²p. ∆-u JÚ LôW¦ 

  (1) x − a (2) x + a (3) (x − a)2 (4) (x + a)2 
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 (25) 






x + a     b     c
a     x + b     c
a     b     x + c

Gu\ A¦dúLôûY«u JÚ LôW¦ 

  (1) x   (2) x + b (3) x + c          (4) x − a + b + c 

 (26) 






a    0    0
0    b    0
0    0    c

2

-u U§l× 

  (1) abc (2) 0 (3) a2b2c2 (4) − abc 

 (27) 



1     2

− 3    1
 × 



2     0

1    − 4
 Gu\ ùTÚdL−u U§l× 

  (1) 56 (2) − 56 (3) − 1 (4) − 63 

 (28) ∆ = 









a1    b1    c1

a2    b2    c2

a3    b3    c3

 Utßm A1, B1, C1 …… GuTûY Øû\úV  

  a1, b1, c1 …… B¡VYt±u CûQdLôW¦Ls G²p  

  a1A2 + b1B2 + c1C2 = 

  (1) ∆ (2) 0 (3) − ∆ (4) ∆2 
 (29) JÚ 3 Y¬ûNÙs[ A¦dúLôûY«u U§l× 11 G²p ARu 

CûQdLôW¦Lû[l TVuTÓj§ GÝÕm A¦dúLôûY«u 

U§l× 

  (1) 11 (2) 121 (3) 1331 (4) 0 

 (30) 







(1 + ax)2    (1 + ay)2    (1 + az)2

(1 + bx)2    (1 + by)2    (1 + bz)2

(1 + cx)2    (1 + cy)2    (1 + cz)2

 Gu\ A¦dúLôûY«u JÚ 

LôW¦ 

  (1) x + y (2) a + b (3) x − y (4) a + b + c 
 
 (31) A Gu\ ×s°«u ¨,ùY,  

  2 i
→

  + 3 j
→

  + 4 k
→

 , AB
→

  = 5 i
→

  + 7 j
→

  + 6 k
→

  G²p B-u ¨,ùY, 

  (1) 7 i
→

  + 10 j
→

  + 10 k
→

  (2) 7 i
→

  −10 j
→

  + 10 k
→

   

  (3) 7 i
→

  + 10 j
→

  − 10 k
→

  (4)  − 7 i
→

  + 10 j
→

  − 10 k
→
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 (32) a
→

  JÚ éf£VUpXô ùYdPo. 





k a
→

  = 1 GàmúTôÕ k  Gu\ 

§ûN«−«u U§l× 

  (1) 





a
→

  (2) 1 (3) 
1







a
→  (4) ± 

1







a
→  

 (33) ABCDEF Gu\ JÚ JÝeÏ AßúLôQj§u AÓjRÓjR 

CÚTdLeL[ô] AB
→

 , BC
→

  «û] Øû\úV a
→

 , b
→

  G]d 

Ï±l©hPôp EF
→

  GuTÕ 

  (1) a
→

  − b
→

  (2) a
→

  + b
→

  (3) 2 a
→

  (4) − b
→

  

 (34) AB
→

  = k AC
→

  G²p (k JÚ §ûN«−) 

  (1) A, B, C JÚ úLôhPûUl ×s°Ls 

  (2) A, B, C JúW R[ ×s°Ls 

  (3) AB
→

 , AC
→

 -u GiQ[ûYLs NUm 

          (4) A, B, C B¡VûY JúW ×s°ûVd Ï±d¡\Õ 

 (35) A, B Gu\ ×s°L°u ¨,ùY, a
→

 , b
→

  GuL,  AB-I P Gu\ ×s°  

3 : 1. Gu\ ®¡Rj§p ©¬d¡\Õ, Q GuTÕ AP.«u SÓl×s° 

G²p Q-u ¨,ùY, 

  (1) 
5 a
→

 + 3 b
→

8          (2) 
3 a
→

 + 5 b
→

2   (3) 
5 a
→

 + 3 b
→

4          (4) 
3 a
→

 + b
→

4   

 (36) ABC Gu\ ØdúLôQj§u G GuTÕ SÓfNk§, O GuTÕ 

HúRàm JÚ ×s° G²p  OA
→

  + OB
→

  + OC
→

 = 

  (1) O
→

  (2) OG
→

  (3) 3 OG
→

  (4) 4 OG
→

  

 (37) ABC Gu\ ØdúLôQj§p G SÓfNk§ G²p GA
→

 + GB
→

 + GC
→

  = 

  (1) 3 





a
→

 + b
→

 + c
→

     (2) OG
→

  (3) O
→

             (4)  
a
→

 + b
→

 + c
→

3   
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 (38) ABC, A′ B′ C ′ B¡V ØdúLôQeL°u SÓfNk§Ls Øû\úV  

G, G′ G²p AA′
→

  + BB′
→

  + CC ′
→

  = 

  (1) GG′
→

  (2) 3 GG′
→

  (3) 2 GG′
→

  (4) 4 GG′
→

  

 (39) − 2 i
→

  − 3 j
→

  Gu\ ùYdP¬u ùRôPdLl×s° (− 1, 5, 8) G²p 

Ø¥Ül×s°«u ¨,ùY, 

  (1) 3 i
→

  + 2 j
→

  + 8 k
→

  (2)  − 3 i
→

  + 2 j
→

  + 8 k
→

  

  (3) − 3 i
→

  − 2 j
→

  − 8 k
→

  (4)  3 i
→

  + 2 j
→

  − 8 k
→

  

 (40) i
→

  − 2 j
→

 Gu\ ùYdP¬u §ûNdÏ CûQVô] ùYdPo 

  (1) − i
→

  + 2 j
→

      (2) 2 i
→

  + 4 j
→

    (3) − 3 i
→

  + 6 j
→

          4) 3 i
→

  − 6 j
→

  

 (41) a
→

  = i
→

  + j
→

  − 2 k
→

 , b
→

  = − i
→

  + 2 j
→

  + k
→

 ,   c
→

  = i
→

  − 2 j
→

  + 2 k
→

 , 

G²p a
→

  + b
→

  + c
→

 -dÏ CûQVô] KWXÏ ùYdPo 

  (1) 
i
→

 − 2 j
→

 + k
→

6
  (2) 

i
→

 − j
→

 + k
→

3
  (3) 

2 i
→

 + j
→

 + k
→

6
     (4) 

i
→

 + j
→

 + k
→

3
  

 (42) a
→

 =2 i
→

  + j
→

  − 8 k
→

  , b
→

  = i
→

  + 3 j
→

  − 4 k
→

  G²p a
→

  + b
→

 -u UhÓ 

  (1) 13 (2) 13/3 (3) 3/13 (4) 4/13 

 (43) P, Q-u ¨,ùY, 2 i
→

  + 3 j
→

  − 7 k
→

 , 4 i
→

 − 3 j
→

  + 4 k
→

 G²p PQ
→

 -u 

§ûNd ùLôûNuLs 

  (1) 
2
161

  ,  
− 6
161

  , 
11
161

  (2) 
− 2
161

  , 
− 6
161

  , 
− 11
161

  

  (3) 2, − 6, 11  (4) 1, 2, 3 

 (44) 
ax

(x + 2) (2x − 3)
  = 

2
x + 2  + 

3
2x − 3

  G²p a =  

  (1) 4 (2) 5 (3) 7 (4) 8 
 (45) nPr  = 720 nCr G²p r = 

  (1) 6 (2) 5 (3) 4 (4) 7 



 276

 (46) ‘ENGINEERING’ Gu\ YôojûR«Ûs[ GÝjÕLû[ Uôt± 

AûUjÕ GÝRlTÓm YôojûRL°u Gi¦dûL 

  (1) 11! (2) 
11!

(3!)2 (2!)2  (3) 
11!

3! . 2!  (4) 
11!
3!   

 (47) CXdLeLs 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0 B¡VYtû\ ÁiÓm 

TVuTÓjRôRYôß EÚYôdÏm 4 CXdL GiL°u Gi¦dûL 

  (1) 720 (2) 840 (3) 280 (4) 560 
(48) JÚ Gi úLôQj§u (octagon)  Ef£l×s°Lû[ CûQjÕ 

¡ûPdÏm êûX®hPeL°u Gi¦dûL 

  (1) 28 (2) 48 (3) 20 (4) 24 
 (49) JÚ TX úLôQj§tÏ 44 êûX®hPeLs Es[ùR²p ARu 

TdLeL°u Gi¦dûL 

  (1) 11 (2) 7 (3) 8 (4) 12 
 (50) JÚ ®Úk§tÏ 20 úTo AûZdLlThÓs[]o, C§p Ï±l©hP 

CÚYo. ®ÚkÕ ùLôÓlTYÚdÏ CÚ TdLj§Ûm AUÚUôß 

GpúXôÚm YhP Y¥YUôL EhLôW Es[ Y¯L°u 

Gi¦dûL 

  (1) 18! 2! (2) 18! 3! (3) 19! 2! (4) 20! 2! 

 (51) n JÚ ªûL ØÝ GiQô]ôp (x + a)n
-u ®¬YôdLj§p Es[ 

Eßl×L°u Gi¦dûL 

  (1) n (2) n − 1 (3) n + 1 (4) n + 2 

 (52) nC0 − nC1 + nC2 − nC3 + … (− 1)n . nCn-u U§l× 

  (1) 2n + 1 (2) n (3) 2n (4) 0 

 (53) (1 − x)10
-u ®¬YôdLj§p Es[ Eßl×L°u ÏQLeL°u 

áÓRp 

  (1) 0 (2) 1 (3) 102 (4) 1024 

 (54) (1 + x)24
-u ®¬YôdLj§p Es[ Eßl×L°u ÏQLeL°u 

ªLlùT¬VÕ 

  (1) 24C24 (2) 24C13 (3) 24C12 (4) 24C11 

 (55) [ ](a + b)2 18
-u ®¬YôdLj§p Es[ Eßl×L°u Gi¦dûL 

  (1) 11 (2) 36 (3) 37 (4) 35 
 (56) DÚßl× ÏQLeL°u áÓRp 

  (1) 2n (2) n
2
 (3) 2

n
 (4) n + 17 
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 (57) ( )2 + 3
8
  -u LûP£ Eßl× 

  (1) 81 (2) 27 (3) 3  (4) 3 

 (58) a, b, c GuTûY A.P.«p CÚkRôp 3a, 3b, 3c GuTûY ,,,,,, ùRôP¬p 

CÚdÏm, 
  (1) A.P. (2) G.P.                (3) H.P.             (4) A.P. Utßm G.P. 

 (59) JÚ áhÓj ùRôPo Øû\«u nYÕ Eßl× (2n − 1)  G²p  

n-YûW«Xô] áÓR−u U§l× 

  (1) n2 − 1 (2) (2n − 1) (3) n2 (4) n2 + 1 
 (60) JÚ áhÓj ùRôPo Øû\«u n YûW«Xô] Eßl×L°u áÓRp 

n2
 G²p. ùTôÕ ®j§VôNm 

  (1) 2 (2) − 2 (3) ± 2 (4) 1 
 (61) 1 + 2 + 3 … … … Gu\ ùRôP¬u ØRp 25 Eßl×L°u áÓRp 

  (1) 305 (2) 325 (3) 315 (4) 335 
 (62) 3 + 7 + 13 + 21 + 31 + … … …  Gu\ ùRôP¬p nYÕ Eßl×  

  (1) 4n − 1 (2) n2 + 2n (3) (n2 + n + 1) (4) (n3 + 2) 
 (63) 5, 13, 29 B¡V GiLû[ GkR GiQôp áh¥]ôp AûY  

G.P-u Eßl×L[ôL Uôßm? 

  (1) 2 (2) 3 (3) 4 (4) 5 
 (64) JÚ G.P.-«p  3YÕ Eßl× 5, G²p ØRp 5 Eßl×L°u 

ùTÚdLp 

  (1) 25 (2) 625 (3) 3125 (4) 625 × 25 
 (65) JÚ G.P.«u ØRp Eßl× 1. êu\ôYÕ Utßm 5-YÕ 

Eßl×L°u áÓRp 90 G²p ARu ùTôÕ ®¡Rm 

  (1) ± 2 (2) 10  (3) ± 3 (4) − 3 

 (66) JÚ G.P.u Eßl×Lû[ YXªÚkÕ CPUôL Uôt\d ¡ûPdÏm 

ùRôPo Øû\ 

  (1) A.P. (2) G.P. (3) H.P.             (4) A.P. and H.P. 

 (67) A, G, H GuTûY Øû\úV A.M., G.M., H.M. G²p  

  (1) A > G > H (2) A < G > H (3) A < G < H (4) A > G < H 

 (68) CÚ GiLÞdÏ CûPúV Es[A.M. 5 BLÜm G.M. 4 BLÜm 

CÚl©u H.M.  

  (1) 3 
1
5  (2) 1 (3) 9 (4) 1 

1
4  
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 (69) a, b, c GuTûY A.P. BLÜm G.P. BLÜm CÚl©u 

  (1) a = b ≠ c (2) a ≠ b = c (3) a ≠ b ≠ c (4) a = b = c 
 (70) a, b B¡VYt±u A.M., G.M. Utßm H.M. B¡VûY NUUôL 

CÚl©u 

  (1) a = b (2) ab = 1 (3) a > b (4) a < b 

 (71) ex = 1 + x + 
x2

2!  + 
x3

3!  + … … GuTÕ GkR U§l×LÞdÏ EiûU, 

  (1) − 1 < x < 1   (2) − 1 ≤ x ≤ 1  (3) GpXô ùUnùViLs x     (4) x > 0 

 (72) elogx
-u  U§l× 

  (1) x (2) 1 (3) e (4) log ex 

(73) x-Af£u NUuTôÓ 

  (1) x = 0 (2) x = 0, y = 0 (3) y = 0 (4) x = 4 

 (74) 2x − 3y + 1 = 0 Gu\ úSodúLôh¥u NônÜ 

  (1) 
− 2
3   (2) 

− 3
2   (3) 

2
3  (4) 

3
2  

 (75) 3x + 2y − 1 = 0  Gu\ úSodúLôh¥u y –ùYhÓj ÕiÓ  

  (1) 2 (2) 3 (3) 
1
2  (4) − 

1
2  

 (76) ¸rdLôiTûYL°u GRu y-ùYhÓjÕi¥u ¿[m A§LUôL 

Es[Õ? 

  (1) 2x + 3y = 4      (2) x + 2y = 3       (3) 3x + 4y = 5        (4) 4x + 5y = 6 

 (77) y = 3  x + 4 Gu\ úSodúLôÓ x-Af£u ÁÕ HtTÓjÕm úLôQm 

(CPgÑ¯VôL)  

  (1) 45° (2) 30° (3) 60° (4) 90° 
 (78) a1x + b1y + c1 = 0, a2x + b2y + c2 = 0 Gu\ úSodúLôÓLs 

JußdùLôuß ùNeÏjùR²p.  

  (1) 
a1
a2

  = −  
b1
b2

   (2)  
a1
a2

  = 
b1
b2

       (3) a1 a2 = − b1b2     (4) 
a1
a2

  = 
b1
b2

  = 
c1
c2

  

 (79) 3x + 4y + 5 = 0  Gu\ úSodúLôPô]Õ ¸rdLôÔm GkR 

úSodúLôh¥tÏ CûQVô]Õ? 

  (1) 4x + 3y + 6 = 0 (2) 3x − 4y + 6 = 0 

  (3) 4x − 3y + 9 = 0 (4) 3x + 4y + 6 = 0 
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 (80) ¸rdLôÔm GkR úSodúLôÓ x + y = 0 Gu\ úSodúLôh¥tÏ 

ùNeÏjÕUpX. CûQÙUpX? 

  (1) y = x          (2) y − x + 2 = 0      (3) 2y = 4x + 1         (4) y +  x + 2 = 0 

 (81) 4x − 2y = 3 Gu\ úLôh¥tÏ CûQVô]Õm (− 2, 1) Gu\ 

×s°ûVÙm EûPV úSodúLôh¥u NUuTôÓ 

  (1) y = 2x + 5 (2) y = 2x − 1 (3) y = x − 2 (4) y = 
1
2  x 

 (82) CWiÓ CûQúLôÓL°u NUuTôÓLs GkR Eßl©u êXm 

úYßTÓ¡\Õ? 

  (1) x-Eßl×  (2) y-Eßl×         (3) Uô±− Eßl×   (4) xy-Eßl× 

 (83) JÚ úLôh¥u NônÜ  
2
3  G²p ARu ùNeÏjÕd úLôh¥u 

NônÜ 

  (1)  
2
3  (2) − 

2
3  (3) 

3
2  (4) − 

3
2  

  (84) xy = 0 GuTRu YûWTPUô]Õ 

  (1) JÚ ×s°  

  (2) JÚ úSodúLôÓ  

  (3) JÚ úNô¥ ùYh¥dùLôsÞm úSodúLôÓLs 

  (4) JÚ úNô¥ CûQ úSodúLôÓLs 

 (85) ax2 + 2hxy + by2 = 0 Gu\ NUuTôhûPÙûPV úNô¥Vô] 

úSodúLôÓLs JußdùLôuß ùNeÏjÕ G²p 

  (1) ab = 0 (2) a + b = 0 (3) a − b = 0 (4) a = 0 

 (86) h2 = abBL CÚdÏmúTôÕ ax2 + 2hxy + by2 = 0-I NUuTôPôLd 

ùLôiP úNô¥ úSodúLôÓL°u CûPúV Es[ úLôQj§u 

A[Ü 

  (1) 
π
4  (2) 

π
6  (3) 

π
2  (4) 0° 

 (87) 2x2 + 3yx − cy2 = 0  Gu\ NUuTôÓ JÚ úNô¥ ùNeÏjÕd 

úLôÓL°u NUuTôPô«u. c =  

  (1) − 2 (2)  − 
1
2  (3) 2 (4) 

1
2  
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 (88) 2x2 + kxy + 4y2 = 0 Gu\ NUuTôÓ JÚ úNô¥ CûQdúLôÓL°u 

NUuTôÓL[ô«u. k = 

  (1) ± 32 (2) ± 2 2  (3) ± 4 2  (4) ± 8 

 (89) ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 Gu\ NUuTôÓ JÚ úNô¥ 

úSodúLôÓL°u NUuTôPôL CÚdL úYi¥V ¨TkRû] 

  (1) abc + 2fgh − bf2 − ag2 − ch2 = 0    (2) abc − 2fgh − ag2 − bf2 − ch2=0 

  (3) abc + 2fgh − ah2 − bg2 − cf2 = 0    (4) abc + 2fgh − af2 − bg2 − ch2=0 

  (90) (2, 1)-I ûUVl×s°VôLÜm (− 2, 1) Gu\ ×s° Y¯VôLÜm 

ùNpXdá¥V YhPj§u ®hPm 

   (1) 4  (2) 8 (3) 4 5  (4) 2 

 (91) x2 + y2 + ax + by − 9 = 0 Gu\ NUuTôhûPÙûPV YhPj§u 

ûUVl×s° (1, − 1)  G²p ARu BWm 

  (1) 3    (2) 2  (3) 11 (4) 11 
 (92) (0, 0)-I ûUVl×s°VôLÜm (5, 0) Gu\ ×s° Y¯VôLÜm 

ùNpXdá¥V YhPj§u NUuTôÓ 

  (1) x2 + y2 − 10x = 0    (2) x2 + y2 = 25    

  (3) x2+ y2 + 10x = 0       (4) x2 + y2 − 10y = 0 

 (93) x2 + y2 − 2x + 4y − 4 = 0 Gu\ NUuTôh¥û]ÙûPV YhPj§u 

BWm 

   (1) 1  (2) 2 (3) 3 (4) 4 

 (94) x2 + y2 + 2x − 4y − 4 = 0  Gu\ NUuTôh¥û]ÙûPV YhPj§u 

ûUVl×s° 

  (1) (2, 4) (2) (1, 2) (3) (− 1, 2)            (4) (− 2, − 4) 

 (95) 2x + 3y = 0, 3x − 2y = 0 GuTûY JÚ YhPj§u CWiÓ 

®hPeL°u NUuTôÓLs G²p ARu ûUVl×s° 

   (1) (1, − 2) (2) (2, 3) (3) (0, 0) (4) (− 3, 2) 

  (96) y = 2x − c Gu\ úLôÓ x2 + y2 = 5 Gu\ YhPj§tÏ ùRôÓúLôÓ 

G²p c = 

  (1) ± 5 (2) ± 5  (3) ± 5 5  (4) ± 5 2  

 (97) (4, 5) Gu\ ×s°«−ÚkÕ x2 + y2 = 25 Gu\ YhPj§tÏ 

YûWVlTÓm ùRôÓúLôh¥u ¿[m 

   (1) 5  (2) 4 (3) 25 (4) 16 
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 (98) Ko AXÏ BWØs[ JÚ YhPj§tÏ x, y AfÑLs 

ùRôÓúLôÓL[ôL AûUÙUô«u. AqYhPj§u NUuTôÓ 

  (1) x2 + (y − 1) 2 = 1    (2) x2 + y2 = 1 

  (3) (x − 1)2 + (y − 1)2 = 1     (4) (x − 1)2 + y2 = 1 

 (99) x2 + y2 − 4x+2y − 5=0 Gu\ NUuTôh¥û]ÙûPV YhPj§às 

Es[ ×s° 

  (1) (5, 10) (2) (− 5, 7) (3) (9, 0) (4) (1, 1) 

(100) JÚ ×s°«−ÚkÕ JÚ YhPj§tÏ YûWVlTÓm 

ùRôÓúLôÓL°u Gi¦dûL 

   (1) 1  (2) 2 (3) 3 (4) 4 

(101) CWiÓ YhPeLs (r1, r2-BWØûPV) ùY°l×\UôL 

Juû\ùVôuß ùRôhÓdùLôiPôp AYt±u 

ûUVl×s°LÞdÏ CûPúVVô] çWm 

  (1) r1 − r2 (2) 
r1
r2

  (3) 
r2
r1

  (4) r1 + r2 

(102) CWiÓ YhPeLs Eh×\UôL GjRû] ×s°L°p ùRôhÓd 

ùLôsÞm? 

   (1) 1 (2) 2 (3) 0 (4) 3 

(103) JÚ úW¥Vu GuTÕ (TôûL«p) 

  (1) 
180°
11   (2) 

π
180°  (3) 

180
π   (4) 

11
180°  

(104) 0°−ÚkÕ − 90° YûW«Xô] úLôQeL°u Ø¥ÜlTdLm 

CÚdÏm LôpTÏ§ 

  (1) ØRp Lôp TÏ§ (2) êu\ôm Lôp TÏ§ 

         (3) SôuLôm Lôp TÏ§ (4) CWiPôm Lôp TÏ§ 

(105) JÚ ØÝfÑt±p 
1

360  TÏ§ûV YXlTdLUôL LQd¡hPôp 

¡ûPlTÕ 

  (1) − 1° (2) − 360° (3) − 90° (4) 1° 
(106) Ø¥ÜlTdLØm ùRôPdLlTdLØm JúW úSodúLôh¥p 

G§oj§ûN«p AûUkRôp AYt±u CûPlThP úLôQm 

  (1) 0° (2) 90° (3) 180° (4) 270° 
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(107) ØdúLôQm ABC-«u TWlT[Ü 

  (1) 
1
2  ab cosC (2) 

1
2  ab sinC (3) 

1
2  ab cosC (4) 

1
2  bc sinB 

(108) s(s − a) (s − b) (s − c)  = 

  (1) ∆ (2) ∆2 (3) 2∆ (4) 
∆
s   

(109) ABC Gu\ ØdúLôQj§p.  ∆ = 

  (1) abc (2) 
abc
4R   (3) 

abc
2R   (4) 

abc
R   

(110) ABC Gu\ ØdúLôQj§tÏ. sinA sinB sinC = 

  (1) 
∆

2R  (2) 
∆

4R  (3) 
∆

2R2  (4) 
∆

4R2  

(111) cosB  = 

  (1) 
c2 + a2 − b2

2ca   (2) 
c2 + b2 − a2

2bc   (3) 
a2 + b2 − c2

2ab   (4) 
a2 + b2 + c2

2ab   
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®ûPLs 
T«t£ 1.1 

 (1) (i) 









2   3   4

3   4   5

4   5   6

     (ii) 









1   2   3

2   4   6

3   6   9

    

  (2) x = 0,  y = 7,  z = 3 (3) x = 
3
2  , y = 

5
2 , z = 1, w = 

1
2  

 (4) (i) 






−2    − 7

− 6    10
    (ii) 







−12    4

2    − 12
      (iii) 







4   − 4

6    4
   (iv) 







4   − 4

6    4
   

   (v) 






6   − 1

5    2
    (vi) 







6   − 1

5    2
     (vii) 







9    0

14   − 16
       (viii) 







0    8

18   − 7
  

 (6) X = 







2    2   − 1

− 2   3   − 3

− 2   1   − 3

 , Y =  







− 2   − 5   − 1

− 1     1    3

0    − 7    2

          (8) k = 1 

 (10) x = 1, − 3        (11) x = 2, − 5       (13) 
1
5  






9    3

− 6   7
       (14) x = 1, y = 4 

T«t£ 1.2 

  (1) 0      (2) (i) éf£VªpXô A¦ (ii) éf£V A¦  

 (3) (i) x = 
27
8     (ii) x = 9      (4) (i) 0   (ii) 0         (6) a3 + 3a2 

T«t£ 1.3 

 (3) x = 0, 0, − (a + b + c)      (4) (a − b) (b − c) (c − a) (ab + bc + ca) 

T«t£ 2.1 

 (1) AC
→

  = a
→

  + b
→

  , BD
→

  = b
→

  − a
→

  

T«t£ 2.2 

 (1) 5 i
→

  + 5 j
→

  + 5 k
→

  ,   5 3      (2) 185  
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 (3) AB
→

  = − 3 i
→

  − j
→

  − 5 k
→

    ;   BC
→

  = 4 i
→

  − 7 j
→

  + 7 k
→

   ;  

CA
→

  = − i
→

  + 8 j
→

  − 2 k
→

  

  AB = 35  , BC = 114  ,  CA = 69  

 (5) m = 9      (6) 
i
→

 + 3 j
→

 
2  (7) ± 

3 i
→

 − 7 j
→

 + 6 k
→

 
94

  

 (8) ± 
17 i
→

  − 3 j
→

  − 10 k
→

 
398

  (12) 2 ( )i
→

  + j
→

 + k
→

     

 (13) PQ
→

  = 4 i
→

  − 5 j
→

  + 11 k
→

   ;  




4

9 2
,  
− 5
9 2

 ,  
11

9 2
 

 (16) JúW R[ ùYdPoLs ApX, 

T«t£ 3.1 

 (1) 
1

2(x − 1)
   −  

1
2(x + 1)        (2) 

20
x − 3

   −  
13

x − 2
   

 (3) 
3

2(x − 1)
   −  

7
x − 2

   +  
13

2(x − 3)
     (4) 

1
9(x + 1)   −  

1
9(x + 2)   −  

1

3(x + 2)2  

 (5) 
− 4

9(x + 2)  + 
4

9(x − 1)
  − 

1

3(x − 1)2   (6) 
2

25(x − 2)
  + 

3

5(x − 2)2  − 
2

25(x + 3)  

 (7) 
− 7
2x  + 

1

x2  + 
9

2(x + 2)        (8) 
2

(x − 2)
  + 

3

(x − 2)2  − 
9

(x − 2)3    

 (9) 
1

5(x + 2)  + 
4x − 8

5(x2 + 1)
                     (10) 

1
2(x + 1)   −  

(x − 3)

2(x2 + 1)
  

(11) 
x − 5

x2 − 2x − 1
  + 

4
3x − 2

     (12) 1 − 
1

x + 1  + 
1

(x + 1)2  

T«t£ 3.2 
 (1)  378 (2) 42 (3) 600 (4) 1320 (5) 42840 
 (6) 512 (7) 153 (8) (i) 27216  (ii) 90000 (9) 5 × 5! (10) 21 

 (11) 25 (12) 9000 (13) (i) 125  (ii) 60 (14) 25 

T«t£ 3.3 

 (1)  (i) 60   (ii) 2730    (iii) 120    (iv) 
25!
5!      (v) 15120  

   (2)  23   (3) 4 
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 (4) 41      (7) 172800   (8) 5040       (9)  60       (10) 93324   (11) 34650     

 (12) (i) 840  (ii) 20      (13) 9000    (14) 45     (15) (i) 8!  (ii) 7!       (16) 
19!
2   

T«t£ 3.4 
 (1) (i) 45  (ii) 4950    (iii) 1 (2) 23 (3) 3 (4) 45 
 (5) (i) 12  (ii) 8 (6) 19 (7) 7 

T«t£ 3.5 
 (1) 66    (2) 200    (3) 210      (4) 425      (5) (i) 15C11    (ii) 14C10   (iii) 14C11     

 (6) 780   (7) (i) 40  (ii) 116    (8) 1540         (9) 817190 
T«t£ 3.7 

 (1) (i) 243a5 + 2025a4b + 6750a3b2 + 11250a2b3 + 9375ab4 + 3125 b5 

  (ii) a5 − 10a4b + 40a3b2 − 80a2b3 + 80ab4 − 32b5 

  (iii) 32x5 − 240x6 + 720x7 − 1080x8 + 810x9 − 243x10 

  (iv) x11 + 
11x10

y   + 
55x9

y2   + 
165x8

y3   + 
330x7

y4   + 
462x6

y5   + 
462x5

y6   + 
330x4

y7    

   + 
165x3

y8   + 
55x2

y9    + 
11x

y10  + 
1

y11  

  (v) x12 + 12x10y3 + 60x8y6 + 160x6y9 + 240x4y12 + 192x2y15 + 64y18 

  (vi) x4y2 + 4x7/2 y3/2 + 6x3y3 + 4x5/2y7/2 + x2  y4 
 (2) (i) 58 2        (ii) 152     (iii) 352     

  (iv) 128a3 + 4320a2 + 9720a + 1458      (v) 5822 3  
 (3) (i) 1030301    (ii) 970299 (4) 0.9940 

 (5) (i) 8C4 2
4x12              (ii) 16C8             (iii) 

16C8 .a
8

x4   

  (iv) 13C6 .2
6x7y6 and − 13C7 . 2

7x6y7  (v) 17C8.28 1

x7   and  17C9.29 1

x10  

 (7) − 165   (8) (i) 7920    (ii) 2268    (iii) 12C4 


b

c

4
98    (9) r = 3   (10) 7, 14 

T«t£ 4.1 

 (1) (i) 25, − 125, 625, − 3125 Utßm 15625     (ii)  
3
2  ,   

9
2  ,   

21
2   ,  21,  

75
2   

  (iii) − 1, − 12, − 23, − 34, − 45      (iv) 
2
3  ,   

3
4  ,   

4
5  ,   

5
6  ,   

6
7  
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  (v) 
2
3  ,   0,   

2
3  ,   0,   

2
3                   (vi) 

1
3  ,   

4
9  ,   

1
3  ,   

16
81  ,   

25
243  

 (2) (i) 
11
5    ,  

15
7         (ii) 1, 0     (iii) 

64
7    ,  

121
10        (iv) 64,   − 512 

 (3) 0,  
5
2 ,  8,  

17
2  ,  24,  

37
2   

 (4) (i) 2,  2,  1,  0,  −1 (ii) 1, 2, 3, 5, 8  (iii)1, 2, 6, 24, 120   (iv) 1, 1, 5, 13, 41 

 (5) 
1
2  




1 − 

1

3n   (6) 
5
4  [5n − 1] (7) 

1

2200  (2100 − 1) 

T«t£ 4.2 
 (1) (i) 4, 7, 10, 13, 16    (ii) 5, 7, 9, 11, 13, 15            (2) (i) 10   (ii) 1   (iii) p 

 (4) 
1

19  (6) 6, 24 (10) 2, 3, 6  (or) 6, 3, 2 

T«t£ 4.3 

 (1) (i) 
1

x5 




x  − 8 + 

40
x   −  

160

x2   +…       (ii) 
1

3
6

   





1 + 
x
6 + 

x2

18 + 
7x3

324 + …   

 (2) (i) 10.01   (ii) 0.02       (5) 
11.9.7.5

4!   x12 

 (6) 
(r+1) (r+2) (r+3)

1.2.3  xr        

T«t£ 5.1 
 (1) x2 + y2 − 2x + 8y − 19 = 0       (2) 3x + y = 2         

 (3) (i) t = 1  (ii) P(1, 2) (4) y2 − 24x2 = 0     

 (7) (i) x2 + y2 + x − 3y + 2 = 0  (ii) 15x2 + 15y2 + 66x − 96y + 207 = 0 

T«t£ 5.2 
 (1) 4x − 7y − 10 = 0 (2) y = 3x + 4 (3) x − y = 6 

 (4) 11x − y = 27 (5) 2x + y = 6 ; x + 2y = 6 (6) x + 3y = 8 

 (7) 3x − 2y = 0 ; 2x − y = 0 Utßm 5x − 3y = 0 (8) 
14
13

  AXÏLs 

 (9) 2x − 3y + 12 = 0           (10) 9x − 8y + 10 = 0 ; 2x − y = 0 

 (11) 2x − 3y = 6;  3x − 2y = 6  

 (12) x-ùYhÓjÕiÓ  
6
7  ; y- ùYhÓjÕiÓ2     

 (13) (8, 0) Utßm (− 2, 0) (14)  3 2  AXÏLs 
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T«t£ 5.3 

 (1) 
π
4  (3) 3x + 2y + 1 = 0 (4) x − y − 1 = 0 (5) (1, 2)  

 (6) k = − 9 (7) 
5 5

2   AXÏLs (8) p = 1 ; p = 2 (9) 28x + 7y − 74 = 0

  

 (10) 5x + 3y + 8 = 0 (11) x + y = 1   (12) 5x + 3y + 5 = 0    (14) 
π
4  ; 

π
4  

 (17) a = 5     (18) a = 
16
9        (19) 



2 , 

5
3          (21)  (1, 12)        (22) (− 4, − 3) 

T«t£ 5.4 

 (1) a = 2 ; c = − 3            (2) π/3             (4) 1            (6) 2x2 − 3xy − 2y2 = 0 

 (7) 3x2 + 7xy + 2y2 − 4x + 7y − 15 = 0   

 (8) k = − 1 ; 4x − 3y + 1=0 Utßm 3x + 4y − 1=0 ; π/2 

 (9) C = 2 ;  6x − 2y + 1 = 0 Utßm 2x − y + 2 = 0 ; tan−1 (1/7) 

 (10) k = − 10  ;  3x − 2y + 1 = 0 Utßm  4x + 5y + 3 = 0 
T«t£ 5.5 

 (1) (i) (0, 0) ; 1             (ii) (2, 3) ; 22              (iii) (4, 3) ; 7      

 (iv) 



− 

2
3 , 

2
3   ; 

2 5
3        (v) (4, 4) ; 10  

 (2) a = 4 ; b = 2 ; 2x2 + 2y2 + 4x + 4y − 1 = 0 (3) x2 + y2 − 4x − 6y + 11 = 0 

 (4) x2 + y2 − 6x − 4y − 12 = 0 (5) x2 + y2−14x + 6y + 42 = 0 

 (6) x2 + y2 + 8x − 10y + 25 = 0                (7) 2 10  π AXÏ;10π N,AXÏLs 

 (8) x2 + y2 − 12x + 11 = 0 ; x2 + y2 + 4x − 21 = 0  

 (9) x2 + y2 − 3x − 6y + 10 = 0 (10) x2 + y2 = 1  

 (11) x2 + y2 − 5x − y + 4 = 0 (12) x2 + y2 − 6x − 8y + 15 = 0

 (13) x2 + y2 − 4x − 2y − 5 = 0 (14) 16x2 + 16y2 = 1 

 (15) x = 
3
2  cosθ ; y = 

3
2  sin θ 

T«t£ 5.6 
 (1) 2 5  AXÏLs (3) y − 1 = 0 (4) ùY°úV 

 (5) (0, 0), (4, − 3) Esú[ Es[];  (− 2, 1) ùY°úV Es[Õ 
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 (6) (0, 2) ; (2, 0) (7) 2x + y = ± 3 5       (8) 5 2  AXÏLs 

 (9) (i) x2 + y2 − 10x − 12y + 25 = 0   (ii) x2 + y2 − 10x − 12y + 36 = 0 
 (10) 4x + 3y + 6 = 0            (11) (i)  x + y = ± 4 2    (ii) x − y = ± 4 2  

 (12) x − 5y + 19 = 0            (13) ± 40                (14) 



− 

1
4 ,− 

 5
4   

T«t£ 5.7 
 (3) x2 + y2 − 2x − 6y − 39 = 0 (4) x2 + y2 − 8x + 12y − 49 = 0 

 (6) (i) x2 + y2 − 2x + 2y + 1 = 0   (ii) x2 + y2 − 6x − 4y − 44 = 0 

 (7)  x2 + y2 − 16x − 18y − 4 = 0 (8) 3x2 + 3y2 − 14x + 23y − 15 = 0 
T«t£ 6.1 

 (1) (i) 
π
6     (ii) 

5π
9      (iii) 

10π
9      (iv) 

− 16π
9      (v) 

− 17π
36      (vi) 

π
24  

 (2) (i) 22° 30′    (ii) 648°    (iii) − 171°48′ (app.)     (iv) 105° 
 (3) (i) Q1  (ii) Q3  (iii) Q1 

T«t£ 6.2 

 (1) 
− 1331

276       (2) (i) − sin 60°  (ii) − cos40°   (iii) tan10°   (iv) − tan60°     

                        (v) cosec 60°   (vi) − sin30°   (vii) cos 30° 
 (5) (i) − cosec A    (ii) − sec A     (iii) − cotA     (iv) cosA     (v) tan A 

 (8) (i) − 
1
2

  (ii) − 
3

2   (iii) − 2  (iv) − 
3

2   (v) − 1  (vi) 
2
3
   (vii) 1  (viii) 

1
3

  

 (10) (i) 
13
3    (ii) 1     (iii) 0      (iv) 

2 − 6
4         (v) 5   (vi) 2      (vii) 

7
3     

   (viii) 11     (ix) 
25
12         (x) 

149
120  

T«t£ 6.4 

 (1) (i) 
6 − 2

4         (ii) 
6 − 2

4          (iii) 2 + 3        (iv) 
6 + 2

4    

 (8) (i)  
2 + 1
2   , 

6 + 2
4         (ii) 

2 − 3
2   ,  

6 + 2
4     

 (12) 2  + 1               (14)   
15 + 2 2

12   
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T«t£ 6.5 

 (3) 
1
2                      (6) (i) 

9
13     (ii) 

117
125  

T«t£ 6.6 
 (1) (i) sin6θ + sin2θ (ii) cos 14θ + cos2θ (iii) sin10θ − sin4θ 

  (iv) cos2A − cos4 A (v) sin9A − sin3A          (vi) 
1
2  [sin13θ + sin5θ] 

  (vii) 
1
2  [sin2A − sin A]  (viii) 

1
2  [sin6A + sin A]   (ix) 

1
2  [cos3θ+cos θ/3] 

 (2) (i) 2sin9A cos4A (ii) 2 cos9A sin4A          (iii) 2cos9A cos4A 

  (iv) − 2sin 9A sin4A (v) 2 cos42° sin10°         (vi) 2 cos37° cos14° 

  (vii) 2 cos50° sin30°      (viii) 2 sin30° cos20°       (ix) 2 sin30° cos10°  

 (x) 2 cos 
53°
2   cos 

17°
2   

T«t£ 6.7 

 (1) (i) 
π
4     (ii) 

π
3     (iii) 

π
3     (iv) 

π
6     (v)  − 

π
3     (vi) − 

π
6     (vii) 

π
3  

 (2) (i) 
nπ
2   + (− 1)n 

π
12     (ii) nπ − 

π
3     (iii) 

2nπ
3   ± 

π
4   

 (3) (i) nπ ± 
π
4  , nπ    (ii) 

nπ
3   , (2n + 1) 

π
2     (iii) nπ 

 (4) (i) 2nπ ± 
π
3     (ii) 2nπ ± π    (iii) 2nπ ± 

2π
3   ,  (2n + 1) 

π
4     (iv)  

nπ
3   , 2nπ 

 (5) (i) 2nπ + 
π
4   (or)  nπ + (− 1)n 

π
2  − 

π
4   

  (ii) 2nπ − 
π
4  (iii) 2nπ − 

π
4  (iv) 2nπ, 2nπ + 

2π
3   

T«t£ 6.9 

 (1) (i) 
π
3     (ii) 

π
3      (iii) − 

π
2     (iv) 

3π
4      (v) 

π
3    (vi) 

3π
4   

 (3) (i) 
12
13   (ii) 

4
5   (iii) 

15
8    (iv) 

3
2   (7) x = ± 

1
2

  (8)  2 − 3   (9) x = 
1
2  
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Ï±dúLôs ®]ôdLs - ®ûPLs 
(1)  1 (2) 4 (3) 2 (4) 1 (5) 2 (6) 4 

(7) 1 (8) 3 (9) 1 (10) 1 (11) 1 (12) 2 

(13) 1 (14) 4 (15) 1 (16) 4 (17) 2 (18) 1 

(19) 3 (20) 3 (21) 2 (22) 1 (23) 4 (24) 3 

(25) 1 (26) 3 (27) 2 (28) 2 (29) 2 (30) 3 

(31) 1 (32) 4 (33) 4 (34) 1 (35) 1 (36) 3 

(37) 3 (38) 2 (39) 2 (40) 4 (41) 4 (42) 1 

(43) 1 (44) 3 (45) 1 (46) 2 (47) 1 (48) 3 

(49) 1 (50) 1 (51) 3 (52) 4 (53) 1 (54) 3 

(55) 3 (56) 3 (57) 1 (58) 2 (59) 3 (60) 1 

(61) 2 (62) 3 (63) 2 (64) 3 (65) 3 (66) 2 

(67) 1 (68) 1 (69) 4 ( 70) 1 (71) 3 (72) 1 

(73) 3 (74) 3 (75) 3 (76) 2 (77) 3 (78) 3 

(79) 4 (80) 3 (81) 1 (82) 3 (83) 4 (84) 3 

(85) 2 (86) 4 (87) 3 (88) 3 (89) 4 (90) 2 

(91) 3 (92) 1 (93) 3 (94) 3 (95) 3 (96) 1 

(97) 2 (98) 3 (99) 4 (100) 2 (101) 4 (102) 1 

(103) 3 (104) 4 (105) 1 (106) 3 (107) 2 (108) 2 

(109) 2 (110) 3 (111) 1    

 

 



 291

TôoûY èpLs 

 (1) Calculus and Analytical Geometry,  
  George B.Thomas and Ross L. Finney (Ninth edition) Addison-Wesley. 
 (2) Topics in Algebra,  
  I.N. Herstein, Vikas Publishing Company. 
 (3) Elementary Treatise on the Calculus,  
  George A. Gibson, Macmillan & Co. New York. 
 (4) Mathematical Analysis,  
  S.C. Malik, Wiley Eastern Ltd. 
 (5) Differential and Integral Calculus,  
  N. Piskunov, Mir Publsihers, Moscow. 
 (6) Methods of Real Analysis,  
  Richard R. Goldberg, Oxford and IBH Publishing Company, New Delhi. 
 (7) Elementary Calculus, Vol. I,  
  V.I. Smirnov, Addison – Wesley Publish Company, Inc. 
 (8) Calculus (Volume 1 and II),  
  Tom. M. Apostol, John Wiley Publications. 
 (9) Mathematical Statistics,  
  John E. Freund and Ronald D. Walpole, Prentice Hall of India. 
 (10) Mathematical Statistics,  
  Saxena and Kapoor 
 (11) Analytical Geometry, (2 Dimensional),  
  P. Duraipandian and others 
 (12) Vector Algebra,  
  A.R. Vasistha 
 (13) Trigonometry,  
  S.L. Loney. 
 (14) A Text Book of Trigonometry,  
  Raisingania and Aggarwal 
 (15) Matrices,  
  H.R. Swarup Sharma and H.B. Pandey 
 (16) Introduction to Matrices,  
  S.C. Gupta 
 


